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Resumo: O caélculo fracionario € uma area da matematica que generaliza os
operadores integrais e diferenciais para ordem nao inteira. Existem diversas
definicbes de derivadas fracionarias e cada uma esta relacionada a um nucleo de
memoria, oferecendo diversidade para modelagem de fenbmenos com diferentes
graus de memoria. O presente estudo teve objetivo de comparar os modelos
fracionarios desenvolvidos para cinética de secagem de camada fina com os
modelos de Lewis e Page. Validou-se o algoritmo de otimiza¢ao através de estudo
da literatura. Comparou-se os modelos fracionarios dos operadores de Caputo,
Caputo-Fabrizio e Atangana-Baleanu entre si, onde o primeiro apresentou a maior
frequéncia de melhor desempenho e menor variabilidade dos erros para um conjunto
de 52 curvas de cinética de secagem de diferentes fontes da literatura, indicando
que a secagem possui memoria tipo poténcia. Ao comparar Caputo com Page, ficou
evidente que a melhor modelagem dependia do produto a ser analisado junto as
condigdes operacionais. Através da andlise grafica e propriedades da fungao de
Mittag-Leffler, foi possivel identificar que as curvas melhor modeladas por Caputo
possuiam comportamento inicial préximo ao modelo ideal e cauda longa. Os
parametros dos modelos de Caputo e Page apresentaram relagéo consistente com a
mudanga de temperatura e velocidade do ar de secagem. As analises realizadas
neste estudo mostram que os modelos fracionarios podem ganhar em modelagem
como também em interpretacao fisica consistente do fenédmeno. Estudos futuros
podem trazer formas funcionais dos parametros variando com condi¢cdes
experimentais e analise de derivadas de ordem variavel.

Palavras-Chave: Caputo. Caputo-Fabrizio. Atangana-Baleanu. Dependéncia
parameétrica. Efeitos de Memoria.

1 INTRODUGAO

A modelagem matematica consiste em representar um fendmeno através de
equacgdes, fungdes ou expressdes matematicas que permitam descrever/simular de
forma mais fidedigna a realidade. Muitas vezes, em processos de engenharia,
incluindo engenharia quimica, opta-se por usar modelos simplificados que
representam o sistema fisico de forma satisfatoria, incluindo aproximacgdes
grosseiras, que funcionam bem para sistemas simples (Chicote, 2025). Entretanto,
quando se trata de sistemas mais complexos, esses modelos simplificados demais
comegam a apresentar falhas cronicas, sendo assim, € imprescindivel, buscar novos
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modelos que possam representar aqueles sistemas de forma apropriada.

O calculo diferencial e integral de ordem nao inteira (também conhecido como
célculo fracionario) € uma extensdo do calculo diferencial e integral classico, que
consiste de aplicagdes de derivadas e integrais, onde a ordem desses operadores
nao é um numero inteiro, ou seja, pode ser uma ordem real ou até mesmo complexa
(Patnaik; Hollkamp; Semperlotti, 2020).

Apesar da ideia do conceito ser antiga, as aplicagdes comegaram a surgir
mais recentemente, principalmente depois do surgimento das principais ideias para
a interpretacdo fisica do conceito desses operadores (Machado et al., 2009). A
interpretacdo consiste em descrever efeitos de memoria de sistemas, onde todo o
historico do fendmeno influencia no tempo presente, ou a nao-localidade de um
sistema, onde, ha a influéncia dos infinitos pontos da fungdo quando se aplica o
operador diferencial (Andrade; Lima; Dartora, 2018).

Deve-se ressaltar que ndo ha uma definicdo unica de derivada fracionaria, e
cada definicdo pode ser avaliada individualmente nos fenbmenos para entender qual
operador diferencial ira melhor descrevé-los (Bhangale; Kachhia, 2022). Essa
divergéncia esta ligada a constru¢do do operador, podendo-se construir diversas
definicbes com diferentes nucleos de memoéria, também chamado de kernels
(Odibat, 2026).

Uma das aplicagdes do calculo fracionario, através de equacgdes diferenciais
fracionarias (EDFs), com maior numero de estudos € a difusdo anémala, também
chamada de transporte nao-fickiano (Patnaik; Hollkamp; Semperlotti, 2020). A ideia
esta justamente na difusdo de massa em meios complexos que ndo seguem a lei de
Fick, apresentando efeitos nao-locais e de memoaria (Matias et al., 2023).

A operagao unitaria de secagem, na qual um material € seco através da
passagem do ar quente objetivando retirar a umidade, envolve fendmenos de
transferéncia de massa (Tadini et al, 2019). A cinética de secagem envolve
experimentos que tenham a fungédo de descrever o teor de umidade do material ao
longo do tempo, e diversos modelos foram criados para descrever esse fenbmeno.
Alguns desses modelos envolvem equagdes diferenciais ordinarias (EDOs), como é
0 caso do modelo de Lewis, e outros envolvem parametros empiricos, como € o
caso do modelo de Page, sendo o mais tradicional para descrever o fenbmeno
(Carlesso et al., 2005).

O grande problema das relagdes empiricas € que apesar de possuirem boas
modelagens, n&o existe interpretagao fisica atrelado ao modelo, e cada caso tem
que ser avaliado individualmente. Considerando isso, alguns estudos da literatura
tentaram aplicar a derivada fracionaria de Caputo em dados experimentais para
descrever a cinética de secagem de alguns materiais, visando proporcionar uma
melhor interpretacao fisica do fenébmeno (Ferrari, 2023) (Nicolin et al., 2018).

Entretanto, ndo ha estudos presentes na literatura que avaliem definicoes
diferentes de derivadas fracionarias a um grande conjunto de dados e diversos
produtos, além da falta de relagdo com as condigbes operacionais como a
temperatura e velocidade do ar de secagem.

Portanto, o presente estudo tem como objetivo principal comparar modelos
fracionarios desenvolvidos de forma independente para a cinética de secagem com
os modelos de Lewis e Page, considerando dados experimentais de diversos
estudos da literatura e produtos. Alguns objetivos especificos s&o: desenvolver
modelos fracionarios de forma independente considerando as derivadas de Caputo,
Caputo-Fabrizio e Atangana-Baleanu; validar algoritmo de otimizag&o de paréametros
dos modelos; comparar os modelos fracionarios entre si através de métricas
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estatisticas; confrontar o melhor modelo fracionario aos modelos tradicionais de
secagem, visando interpretagdes fisicas; relacionar os parametros dos melhores
modelos em fungado da temperatura e velocidade do ar de secagem.

2 METODOLOGIA

A metodologia adotada neste trabalho compreendeu a obtengdo dos dados
experimentais de secagem da literatura cientifica, através de critérios de selegao. Os
conjuntos de dados foram submetidos a modelos tradicionais de secagem e modelos
fracionarios desenvolvidos de forma independente. Foi desenvolvido um algoritmo
para a otimizagdao dos parametros dos modelos e sua respectiva validagcdo. A
avaliacdo dos modelos foi conduzida através de métricas estatisticas e analise
grafica, bem como, os pardmetros dos modelos foram relacionados a condigbes
operacionais.

2.1 Dados experimentais de secagem da literatura

O presente estudo ndo se limitou a um pequeno conjunto de dados
experimentais, pois este consistiu de uma analise em larga escala, a fim de
encontrar padrdes globais. Por isso, houve a selegcdo de varios artigos da literatura
cientifica, de diversos produtos diferentes submetidos a secagem, abrangendo
distintas condigdes operacionais de processo. Ao todo, foram avaliadas 52 curvas de
cinética de secagem, de 6 produtos diferentes.

Devido a forma de disponibilizagao usual desses dados na literatura de
secagem, as curvas experimentais foram obtidas diretamente a partir dos graficos
apresentados nos trabalhos originais, através da digitalizagdo dos pontos utilizando
o software WebPlotDigitizer (versdo 5; Rohatgi, 2024), um procedimento
metodoldgico respaldado pela literatura quanto a sua precisdo (Drevon; Fursa;
Malcolm, 2017), uma vez que os valores numéricos normalmente ndo sdo fornecidos
em formato tabular. Os conjuntos de dados analisados apresentaram
heterogeneidade quanto ao numero de pontos experimentais, nivel de dispersao dos
dados e disponibilidade de informagdes operacionais, sendo que, em diversos
casos, parametros como velocidade do ar, teor de umidade inicial e de equilibrio ndo
eram reportados pelos autores.

Além disso, parte dos estudos disponibiliza multiplas curvas experimentais
sob diferentes condigbes, tendo sido selecionados apenas os conjuntos para as
analises comparativas desenvolvidas no presente trabalho, especialmente aquelas
relacionadas a avaliacdo da influéncia de variaveis operacionais sobre o0s
parametros dos modelos fracionarios. Ainda assim, foram mantidos conjuntos de
dados com diferentes niveis de complexidade experimental, desde que
apresentassem comportamento fisicamente coerente para aplicacdo dos
procedimentos de modelagem e ajuste numérico empregados.

Na Tabela 1 é possivel observar um resumo de todos os dados experimentais
usados, separados por produtos, autores, e condigdes experimentais. O mesmo
produto para dois autores diferentes foram tratados com indices diferentes para
identificacao posterior.



Tabela 1 - Dados experimentais da literatura cientifica usados na modelagem

Autores Produtos N° de Condi¢cdes Experimentais
Curvas
(Keneni; Hvoslef-Eide; Pinhdo-manso A 5 T =313, 323, 333, 343 e 353 K
Marchetti, 2019) (sementes trituradas)
(Hacihafizoglu et al. Milho 7 T =40, 50,60 e 70°C
2009)
(Babalis et al. 2006) Figo 12 T=55,6575e85°C,emv=3,1e
0,5m/s
(Kashaninejad et al. Pistache 4 T=25,40,55e70°C,v=1,5m/s, e
2007) U.R.=5%
(Bhong; Kale, 2019) Cebola 8 T=50e60°Cemv=236,57e7,7
m/s

T=70°C,v=0,9m/sex,=0,13, 0,22
e 0,32 b.s.

(Khatchatourian, 2012) Soja 13 T=70°C,v=0,12,0,5,09e1,5m/s e
X, = 0,538 b.s.

T=70°C,v=0,0,12,0,24,0,49,1e 2
m/s e X, = 0,162 b.s.

(Subroto, 2015) Pinhdo-manso B 3 T=50°Cemv=2397,794 e 1190
cm/min

Nota: T = temperatura do ar de secagem; v = velocidade do ar de secagem; x, = teor de umidade
inicial; b.s. = base seca; U.R. = umidade relativa do ar.
Fonte: Elaboragao propria (2026)

2.2 Modelos tradicionais de secagem

Nesta secdao serdao apresentados os dois modelos mais comuns nas
modelagens de curvas de cinética de secagem.

2.2.1 Modelo de Lewis

O modelo de Lewis, também chamado de Modelo de Newton, é uma equagao
semi-empirica desenvolvida para a cinética de secagem em camada fina, que vem
de um balanco de massa transiente apresentando a simplificacdo da constante de
secagem (k) ser constante durante o processo. A estrutura da equacéao diferencial
ordinaria (EDO) faz uma analogia a lei do resfriamento de Newton (Carlesso et al.,
2005).

O termo camada fina (thin layer) se refere a cinética onde o produto é
disposto em uma espessura delimitada (tipicamente proximo de 20 cm para
materiais granulares) sobre a camada, sendo assim, condi¢gdes operacionais como
temperatura e velocidade do ar de secagem podem ser tratadas como constantes
dentro do equipamento de secagem (Brooker; Bakker-Arkema; Hall, 1992).

A forma diferencial do modelo de Lewis, ou seja, a EDO, & expressa na
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Equacédo 2.1, relacionando a taxa do teor de umidade com o oposto da constante de
secagem e a diferenca entre o teor de umidade atual e o de equilibrio (Lewis, 1921).

d
L0 —— k(x(®) - x,) (2.1)

Onde x(t) € a teor de umidade ao longo do tempo, em b.s. (base seca), k € a
constante de secagem, em s_l, e X, € o teor de umidade de equilibrio, também em

b.s. A forma integral desta equagdo € uma fungao exponencial decrescente, como
pode ser vista na Equagéao 2.2 (Carlesso et al., 2005):

x(®) = (x, - xeq)e"“ +x, (2.2)

Onde X, é o teor de umidade inicial, também em b.s. Convenientemente a

literatura apresenta os dados com normalizagdo da equacéo através da razéo de
umidade (Moisture Ratio ou MR). Essa medida é adimensional e representada na
Equacéao 2.3 (Bhong; Kale, 2019):

O (2.3)

X —X
0 e

MR =

q

Com isso, a forma integral do modelo de Lewis assume a configuragao
descrita na Equacéao 2.4:

MR(t) =e (2.4)

Esse modelo é considerado o mais simples de se representar a cinética de
secagem. Normalmente, quando ha bons ajustes, a indicagdo € a de que a
resisténcia externa a transferéncia de massa domina o processo (Lewis, 1921).

2.2.2 Modelo de Page

O modelo de Page foi construido para ajustar a caracteristica de exponencial
pura do modelo de Lewis. Para isso houve a introdu¢cao de um parametro puramente
empirico para permitir que a exponencial se “esticasse” no tempo, assim como o
préprio modelo é conhecido na matematica como exponencial esticada (Johnston,
2006). O paréametro em questdo é chamado de expoente de secagem (n), ou
exponente de Page, sendo um parametro adimensional (Onwude et al., 2016).

O modelo de Page, considerando a normalizagdo da MR, pode ser observado
na Equacao 2.5 (Keneni; Hvoslef-Eide; Marchetti, 2019):

MR (t) = e—kt" (2.5)



O modelo é considerado um dos mais bem sucedidos modelos que
representam a cinética de secagem. Isso pode estar relacionado a caracteristica da
exponencial esticada, cuja forma é modificada pelo pardametro n, permitindo
representar diferentes curvaturas da cinética e, consequentemente, diferentes
comportamentos da taxa de secagem (Berberan-Santos; Bodunov; Valeur, 2005).

2.3 Desenvolvimento de modelos com operadores fracionarios

Muitos estudos ja aplicaram o calculo fracionario para generalizar as EDOs
classicas. O estudo de Bhangale e Kachhia (2022), aplicaram diversas definicbes de
operadores fracionarios na lei do resfriamento de Newton. Essa equagdo tem
estrutura matematica semelhante a do modelo de Lewis de secagem, e, com base
nisso, € possivel generalizar esse modelo para ordens fracionarias, com a utilizagao
de diferentes operadores. A estrutura do modelo de Lewis generalizado,
considerando uma derivada fracionaria arbitraria, pode ser visto na Equacgao 2.6:

Dix(t) =— k" (x(t) - x,) (2.6)

t ., . . . ;o s "y
Onde Da € o operador diferencial fracionario arbitrario, que ira depender da

estrutura de um operador especifico, e a resolugdo da equacgao ira depender da
transformada de Laplace do operador em questdo. Ja a € a ordem da derivada
fracionaria, que, para fendmenos subdifusivos, assume a faixa: 0 < a < 1 (Patnaik;
Hollkamp; Semperlotti, 2020).

Para fins de simplificacdo notacional e consisténcia com as representacdes
adotadas nos graficos e tabelas, a constante de secagem fracionaria sera denotada

simplesmente por k, subentendendo-se que sua unidade é [tempo]_a e que ele

o ~ s . ~
corresponde ao termo k da formulagao tedrica. Esta escolha ndo altera a estrutura
matematica do modelo, apenas unifica a nomenclatura para facilitar a apresentagao
dos resultados.

2.3.1 Modelo de Caputo

O operador diferencial de Caputo € um dos operadores fracionarios mais
utilizados em modelagem de fenbmenos de engenharia, pelo simples fato de que
permite a utilizagcao de condigdes iniciais para a resolugcéo das equagdes diferenciais
fracionarias (EDFs).

Chama-se de familia de operadores de Caputo, aqueles que apresentam a
estrutura principal do operador, apenas trocando-se o kernel da definicdo, alterando
assim o grau de memoaria (Odibat, 2026).

A aplicacdo do operador fracionario de Caputo na cinética de secagem ja é
amplamente reportada na literatura (Granella, 2026). Entretanto, sua aplicagdo a um
grande conjunto de dados, considerando critérios globais de ajuste e variagado dos
parametros do modelo em fungcdo das condigdes operacionais, ainda nao foi
explorada.

Para validar a consisténcia com a literatura, foi desenvolvido de forma
independente a solugdo da Equacao 2.6, considerando a derivada de Caputo, e seu
resultado comparado com a literatura.
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Na Equagéo 2.7 estd a forma funcional do operador diferencial de Caputo
(Godinez et al., 2015):

t n 2.7
LSO = g @ = "L as 0

['(n—o) g

Onde CDZ € o operador diferencial de Caputo, e I' é a fungdo gama,

generalizagdo dos numeros fatoriais (Mendonga et al., 2022). A fungao poténcia que
acompanha a n-ésima derivada da fung¢ao dentro da integral é o kernel da derivada
de Caputo, o que lhe confere uma memoria do tipo poténcia (Andrade; Lima;
Dartora, 2018).

Vale ressaltar que a derivada de Caputo utiliza o conceito de integral de
Riemann-Liouville para sua formulagdo. Para mais detalhes da construgdo e
primérdios do calculo de ordem néo inteira, pode-se consultar o estudo de Junior
(2023).

A transformada de Laplace do operador diferencial de Caputo é expressa na
Equacéao 2.8 (Ferreira, 2024):

: } "l (2.8)
L DF@) =s"F(») - T s F0)

k=0

Ao se resolver uma EDF de forma analitica, as solugdes normalmente
apresentam a fungcdo de Mittag-Leffler, uma generalizagdo da exponencial para o
calculo fracionario. A forma da funcao de Mittag-Leffler de um parametro pode ser
vista na Equacgao 2.9 (Podlubny et al., 2009):

° (2.9)
Ea(x) = Z I'(an+1)
0

n=

2.3.2 Modelo de Caputo-Fabrizio

A aplicacdo do operador diferencial de Caputo-Fabrizio na cinética de
secagem somente foi reportada pelo estudo de Ercan (2025), entretanto o
desenvolvimento do presente estudo foi feito de forma independente, utilizando
como base o estudo de Bhangale e Kachhia (2022). Esse desenvolvimento
independente teve o objetivo de validar a solugdo da literatura, comparando
justamente com a solugéo feita no presente estudo.

A Equacdo 2.10 apresenta o operador diferencial de Caputo-Fabrizio, que
considera o kernel uma funcado exponencial, o que |he confere uma memoaria curta
(Caputo; Fabrizio, 2015).

R4 (2.10)

t
a _ M@ d(@)
chDt(f(t)) = n_a{ €



Onde M(a) é um parametro de normalizagdo, que tem a forma funcional
arbitraria, mas deve considerar duas propriedades para se reduzir a derivadas de
ordem inteira padrdo dentro dos limites do parametro a. A forma adotada no
presente estudo € M(a) = 1, o que € amplamente aceito na literatura (Caputo;
Fabrizio, 2015). A transformada de Laplace do operador diferencial de
Caputo-Fabrizio é expresso na Equacao 2.11 (Caputo; Fabrizio, 2015):

a SR =s"F0)=s"" () —..— (0 (2.11)

2.3.3 Modelo de Atangana-Baleanu

O modelo de Atangana-Baleanu, aplicado a cinética de secagem, foi
desenvolvido de forma independente neste estudo (apesar de reportado por Ercan
(2025)). A equacéao final originalmente diverge do estudo da literatura, indicando
resolucdes diferentes. Por isso, o desenvolvimento aqui apresentado, configura-se
como uma contribui¢ao original.

A Equacado 2.12, portanto, apresenta o operador diferencial de
Atangana-Baleanu, que considera o kernel uma funcéo de Mittag-Leffler, o que lhe
confere uma memoria longa quando comparada a de Caputo (Atangana; Baleanu,
2016).

(2.12)

t n (o4
a _ B rd (™) —a(t—1)
D O = T L (S

Onde B(a) € um parametro de normalizagdo, como no caso de
Caputo-Fabrizio, mas a forma funcional difere. A forma adotada aqui € com base na

funcdo gama, expressa por B(a) = 1 — OH'#;) reportada na literatura. A

transformada de Laplace do operador diferencial de Atangana-Baleanu é expresso
na Equagao 2.13 (Atangana; Baleanu, 2016):

(2.13)

L Di ) = FE (=L 0 < a < 1

— o o
1—a s

1-a

2.4 Algoritmo de otimizagdo dos parametros dos modelos e validagao

Os parametros dos modelos matematicos foram ajustados via regressao
nao-linear a partir dos dados experimentais. O procedimento de ajuste foi realizado
com a linguagem de programacao Python utilizando a rotina de otimizagao numérica
curve_fit da biblioteca do Scipy. Foram impostos limites dos paradmetros para
condigdes impossiveis e melhor conversdo do algoritmo. Além disso, utilizou-se da
biblioteca pymittagleffler para implementagdo da respectiva fungéo. A utilizagdo da
linguagem Python se deve ao fato de ser uma plataforma aberta e amplamente
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empregada em computacgao cientifica (Virtanen et al., 2020).

Para validar o algoritmo utilizado, empregou-se a reprodug¢ao dos resultados
obtidos pelo estudo de Ferrari (2023), que empregaram ambiente MATLAB para
otimizacao dos parametros dos modelos aplicados a cinética de secagem. Os
resultados de trés curvas distintas foram confrontados, comparando-se os
parametros dos modelos de Caputo, Lewis e Page através do erro relativo
percentual, assim como os valores do coeficiente de determina¢cdo (Rajamanickam
et al., 2021) de cada modelo através de um recalculo dos dados experimentais.

2.5 Procedimento de comparagao entre modelos

Inicialmente, avaliou-se se algum modelo fracionario proposto teve melhor
desempenho global dos dados. Para tanto, foram utilizadas duas métricas
estatisticas comuns na literatura de secagem. Devido a dificuldade de realizar
triplicatas em experimentos de cinética de secagem, a literatura normalmente
apresenta somente as medidas de erro absoluto e qualidade de ajuste (Erbay; Icier,
2010).

As duas meétricas ajustadas para comparagdo entre o0s modelos

implementados foram o coeficiente de determinagao (RZ), e raiz do erro quadrado
médio (root mean squared error, RMSE). Enquanto o primeiro esta relacionado a
qualidade do ajuste, o segundo apresenta uma medida de erro absoluto,
complementando-se na analise. A Equagao 2.14 e a Equacédo 2.15 apresentam

como o calculo das métricas R2 e RMSE foram realizados, respectivamente
(Rajamanickam et al., 2021):

RE, )’
i=1

iex; _yi
RP=1— n—p (2.14)
2
igl(yi,exp_yi, med)
1 2 (2.15)
RMSE = \/ 751 iy ~ V9 '

Onde Y iexp € o valor experimental, Y, € o valor estimado pelo modelo avaliado,
Yoo € a média dos valores experimentais, e n € 0 numero de pontos experimentais.

L, m
Com base nessas métricas € possivel comparar o desempenho dos modelos
fracionarios. Para cada curva, considera-se o melhor desempenho o modelo que

apresentou o menor RMSE e 0 maior R® simultaneamente. Ao analisar todas as 52
curvas, pode-se identificar qual modelo apresenta melhor desempenho global, ou
seja, aquele que foi superior na maior frequéncia de curvas analisadas.

Para uma analise de variabilidade de erros e ajuste dos modelos utilizou-se
da distribuicdo dos RMSE, para identificar se o modelo com a frequéncia de
desempenho maior, possui a menor distribuicdo de erros.

Apoés avaliar o modelo fracionario com o melhor desempenho, utilizou-se do
melhor modelo fracionario para compara-lo com os modelos de Lewis e Page. A
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comparagao também seguiu a frequéncia de melhor desempenho e a variabilidade
de erros, mas o foco se tornou a anadlise por produto, pelas caracteristicas
apresentadas pelos resultados.

Na analise posterior seguiu-se para a estrutura interna dos produtos e analise
grafica, utilizando-se das propriedades da funcdo de Mittag-Leffler para tanto. A
primeira propriedade se refere ao comportamento da fungdo em tempos iniciais:
quando o tempo tende a zero podemos truncar a série nos dois primeiros termos,
obtendo-se a Equacgao 2.16 (Mainardi, 2020):

" (2.16)

F(a+1)’ t—0

[0
E (- kt~1-

Uma relacao linear em relacao a t'. Para 0 < « < 1 0 termo dominante ¢
produz um afastamento inicial mais rapido do valor inicial quando comparado ao
termo linear t.

Ja a segunda propriedade utilizada refere-se ao comportamento em tempos
grandes, quando o tempo tende ao infinito, a expansao assintotica da fungdo de
Mittag-Leffler assume a forma apresentada na Equagéao 2.17 (Mainardi, 2020):

E - )~ o @17

A expressdo mostra que para tempos grandes a fungao apresenta uma cauda
longa, ou seja, ha uma mudanga suave das condi¢gdes ao longo do tempo, isso se
reflete como um fenbmeno de memodria, onde o passado interfere criando esse
padrao (Podlubny et al., 2009).

Foram apresentados alguns casos representativos do conjunto de dados
experimentais gerais, sendo que os parametros obtidos pelo algoritmo de otimizacao
para construcdo das curvas através dos dados experimentais estdo disponiveis no
Apéndice A, além das métricas estatisticas dos modelos.

Apods a obtengao dos parametros e a avaliacido de desempenho dos modelos,
investigou-se a possivel relagcado entre condigdes operacionais e os parametros de
secagem, focando-se nos modelos que apresentaram, de forma consistente, o
melhor desempenho entre aqueles analisados. A analise teve como foco principal a
temperatura e a velocidade do ar de secagem por serem as variaveis mais
frequentemente reportadas na literatura (Kucuk et al., 2014).

Para que a anadlise fosse fidedigna, avaliou-se um conjunto de dados que
mantivesse as mesmas condicbes e somente variasse a temperatura, podendo
inferir que a mudanga somente poderia estar ligada a isso (da mesma forma
procedeu-se para a analise da velocidade do ar). Além disso, buscou-se estudos
que apresentassem diversas condi¢cdes operacionais diferentes.

Contudo, é importante destacar que estudos de secagem que avaliem
sistematicamente o efeito de uma variavel mantendo todas as outras constantes sao
raros na literatura de secagem. Frequentemente, as pesquisas variam apenas uma
condicdo operacional, sem controle adequado das demais. Além disso, mesmo
quando ha variagdo controlada de um unico parametro, o numero de curvas
avaliadas raramente ultrapassam trés (Kucuk et al., 2014).

10



Dessa forma, foram selecionados os conjuntos de dados mais adequados
para a investigacdo de possiveis relagdes entre os parametros ajustados e as
condicbes operacionais. A analise concentrou-se principalmente nos parametros
caracteristicos dos modelos avaliados, buscando verificar se alteragcdes das
condicbes operacionais eram acompanhadas por mudancas sistematicas em seus
valores.

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Esta secao avalia o desempenho de modelos fracionarios aplicados a cinética
de secagem com base em dados retirados da literatura. No primeiro momento sao
apresentadas as solugdes analiticas e a validagao do procedimento de estimativa de
parametros. Em seguida, avalia-se qual modelo fracionario é superior, confrontando
este com os modelos tradicionais de secagem, considerando também condigbes
operacionais e interpretacbes fisicas associadas a estrutura dos produtos
submetidos a secagem.

3.1 Solucgao analitica das EDFs de secagem

Para a Equacéo 2.6, considerando a derivada de Caputo dada a Equacgao 2.7,
aplica-se a transformada de Laplace em ambos os lados da igualdade. Usando a
transformada da derivada de Caputo, conforme a Equacao 2.8, as transformadas
comuns (Zill, 2016), e tomando x(0) = X, obtém-se:

_ k
saX(s) — s 1xo =— kX(s) + —:“L

Isolando-se o X(s) na expressdo acima e utilizando o método de fragdes
parciais (Zill, 2016), obtém-se:

a—1

X(s) ==+ (x, —x )%

eq” s"+k
O uso da transformada inversa de Laplace com a transformada da funcéo de

Mittag-Leffler (Mainardi, 2020) conduz a mesma expressao encontrada por Ferrari
(2023):

x() = (x, = x, ) E (- kt) + X,

A expresséo esta de acordo com a literatura e apresenta o teor de umidade
ao longo do tempo, sendo muito utilizada a variavel adimensional razdo de umidade
(MR), descrita previamente pela Equacdo 2.3. Ao aplicar essa normalizagao,
chega-se em:

MR = E (- kt") (3.1)
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Ja para Equacéo 2.6, considerando a derivada de Caputo-Fabrizio descrita na
Equacao 2.10, pode-se seguir o mesmo procedimento de aplicagcado da transformada
e, utilizando-se da Equacgao 2.11, obtém-se:

sX(s) —X, kxe
s+ a(1l-s) - kX(S) + s

Novamente consegue-se isolar X(s) e utilizar o método de fragbes parciais,
além da transformada inversa de Laplace de algumas fungbes elementares,
obtendo-se assim a Equacéo 3.2, ja com a variavel normalizada:

MR = eﬁ?ﬂ@t (3.2)

Percebe-se que diferente da Equacdo 3.1, essa solugdo apresenta uma
funcdo exponencial no lugar da funcdo de Mittag-Leffler, isso se deve ao fato de que
0 nucleo de memoaria da derivada de Caputo-Fabrizio ser de memaria curta, muito
proximo ao comportamento de uma derivada de ordem inteira (Caputo; Fabrizio,
2015). O estudo de Ercan (2025) chegou ao mesmo resultado, validando-se a
presente resolucéo.

Em seguida, assume-se a Equacdo 2.6 considerando a derivada de
Atangana-Baleanu descrita na Equagdo 2.12. Utilizando-se dos mesmos
procedimentos anteriores e usando-se da Equacéao 2.13, obtém-se:

B() (s"X(s) — sailxo)
(1—(1) (S"+ 1%‘“)

kx
=— kX(s) + —*

Ao isolar o X(s) para posterior utilizagdo do método de fragbes parciais,
chega-se em:

a-1 a—1
B(oc)x0 s kxeq(l—oc)s k X,

X(S) = o o o
s*(B(o)+k(1—)) +ka s*(B(0)+k(1—)) +ka s(s"(B()+k(1—a))+ka)

Realizando-se o procedimento de fragcbes parciais, depois aplicacdao da
transformada inversa, e normalizacdo, obtém-se a expressado descrita na Equacéao
3.3:

_ B() —ka o 3.3
MR = B(a) + k(1—a) a( B(a) + k(1—a) t ) ( )

Modelos fracionarios devem convergir para os modelos classicos nos casos
limites. Ao avaliar quando o = 1, as fung¢des obtidas devem se transformar no
modelo de Lewis, que seria o limite classico. Isso pode ser observado em todos os
trés modelos fracionarios, considerando que o Ilimite classico da funcdo de
Mittag-Leffler € a fungdo exponencial (Podlubny et al., 2009).

O resultado da solugao da EDF de Atangana-Baleanu difere do reportado por
Ercan (2025), enquanto Caputo e Caputo-Fabrizio apresentaram concordancia. A
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diferenca pode estar associada ao tratamento do termo de memdria na aplicagao da
transformada integral, resultando em um comportamento assintético distinto daquele
esperado no limite classico. Vale destacar que a resolucdo do estudo em questao
nao apresentou nenhuma forma de normalizar a equacgao através de MR.

3.2 Validacgao do algoritmo de otimizagao de parametros

Conforme citado na metodologia, os parametros dos modelos devem ser
otimizados por meio dos dados experimentais, e, para isso, € necessario um
algoritmo consistente. Com base nos dados de Ferrari (2023), € possivel realizar a
validac&o do algoritmo considerando os modelos de Lewis, Page e Caputo, uma vez
que esses foram os modelos considerados no estudo em questao.

A Figura 1 apresenta o teor de umidade em fun¢do do tempo para as curvas
de secagem geradas pelos modelos de Lewis, Page e Caputo, cujos parametros
foram estimados pelo estudo de Ferrari (2023) e pelo algoritmo do presente estudo,
para os dados de secagem do milho a 70°C, com umidificagdo de 11 minutos e com
teor de umidade inicial de 23,6% (b.s.).

Figura 1 — Comparacgao grafica das curvas de secagem para validagao do algoritmo

24 1

® Dados Experimentais
—— Caputo 1: k=0.0360, @=0.8247
—— Page 1: k=0.0436, n=0.7648
—— Lewis 1: k=0.0175
Caputo 2: k=0.0358, a=0.8289
Page 2: k=0.0433, n=0.7696
Lewis 2: k=0.0177

224
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— — —_
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Tempo (min)
Nota: indice 1 - presente estudo (2026); indice 2 - estudo de Ferrari (2023).
Fonte: Elaboragéo propria a partir dos dados de Ferrari (2023) e dos proprios autores (2026)

Como ¢é possivel observar, as curvas do estudo reportado coincidem com as
curvas geradas pelo algoritmo proposto pelo presente estudo para todos os modelos
analisados.

A Tabela 2 apresenta a comparacao entre os parametros obtidos pelo estudo
reportado e pelo presente estudo com o algoritmo que se esta buscando validar.
Apresenta-se trés conjuntos de dados obtidos apenas pelo modelo de Caputo, visto
que Page e Lewis apresentam resultados analogos.
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Tabela 2 — Validagao do algoritmo: parametros estimados pelo modelo de Caputo e
comparacao com a literatura

2 2
Dados % %, € relaz1 ky k, € relk21 R R

(%) (%)

D1 0,8247 0,8289 0,51 0,0360 0,0358 0,56 0,9844 0,9841

D2 0,8638 0,8619 0,22 0,0110 0,0112 1,78 0,9961 0,9957

D3 0,6812 0,6809 0,04 0,0361 0,0356 1,38 0,9918 0,9913

Nota: D1 - milho 70°C, 11 minutos de umidificacdo, 23,6% (b.s.); D2 - trigo 40°C, sem umidificagéo,
12,6% (b.s.); D3 - feijao 60°C, 2 minutos de umidificagéo, 18,7% (b.s.); indice 1 - presente estudo;
indice 2 - Ferrari (2023).

Fonte: Elaboragéo propria a partir dos dados de Ferrari (2023) e dos proprios autores (2026)

Conforme pode ser observado, os erros relativos entre os parametros
estimados sdo baixos, indicando elevada concordancia do algoritmo de otimizagao
com a literatura reportada. Além disso, os coeficientes de determinagdo sao muito
proximos, o0 que indica que além dos parametros cinéticos estarem em
concordancia, a otimizagdo da curva de secagem inteira tem comportamento
semelhante, com diferencas despreziveis.

3.3 Comparacao entre os modelos de secagem

Para melhor clareza na analise, foi avaliado qual o modelo que mais se
adequou aos dados entre os modelos fracionarios propostos, sendo este ultimo
posteriormente comparado com os modelos tradicionais de secagem.

3.3.1 Comparagéo entre os modelos fracionarios propostos

Os modelos fracionarios foram avaliados para o conjunto de 52 curvas de
secagem, com diferentes produtos e condigdes operacionais, otimizando os
pardmetros dos modelos e obtendo-se as métricas estatisticas pelo algoritmo
proposto, conforme dados no Apéndice A.

Inicialmente avaliou-se qual modelo fracionario apresenta o melhor
desempenho global e desempenho por produto, ao descrever a cinética de secagem
através das duas métricas estatisticas principais previamente citadas. Verificou-se
concordancia entre os indicadores estatisticos avaliados, de modo que o modelo que

apresentou maior RZ, apresentou também menor RMSE para cada curva individual.
A Figura 2 mostra a frequéncia de melhor desempenho de cada modelo
fracionario para cada produto analisado e no aspecto geral.
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Figura 2 — Frequéncia de desempenho da comparagao entre modelos fracionarios
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Percebe-se uma tendéncia global nos dados, onde se observa que o modelo
de Caputo foi o que apresentou o melhor desempenho na maioria dos produtos
listados. O modelo de Atangana-Baleanu apresentou poucos casos onde teve
superioridade no desempenho. Enquanto isso, o modelo de Caputo-Fabrizio ndo
apresentou nenhum caso onde foi superior aos outros.

Em um segundo momento, foi avaliado qual modelo apresentou a menor
variabilidade no conjunto de dados globais, através da distribuicdo de erros no
aspecto global, usando-se o RMSE, como pode ser observado na Figura 3.

Figura 3 — Diagrama de caixas de RMSE dos modelos fracionarios
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médio, mas também uma maior robustez global, o que é evidenciado pela menor
variabilidade dos erros. Enquanto isso, o modelo de Caputo-Fabrizio apresentou
uma grande variabilidade dos erros, além de valores médios relativamente mais
altos que os outros modelos.

Essas duas evidéncias globais que o modelo de Caputo-Fabrizio apresentou
podem estar relacionadas a uma questao fundamental da caracteristica da derivada.
O kernel da derivada do modelo em questdo € uma exponencial, o0 que confere uma
caracteristica de memoaria curta a diferencial (Caputo; Fabrizio, 2015). Com isso,
Caputo-Fabrizio se aproxima muito do modelo de Lewis nesse quesito.

Para conseguir avaliar os casos onde o modelo de Atangana-Baleanu possui
desempenho superior ao de Caputo (que apresentou dominancia global), foram
selecionados conjuntos de dados representativos que sintetizam os principais
padroes observados. Na Tabela 3, é possivel verificar o a dos modelos de Caputo e

: 2 :
Atangana-Baleanu, assim como os valores de R para os dados do pistache e do
milho analisados.

Tabela 3 — Dados representativos do aspecto global observado para o modelo de
Caputo e Atangana-Baleanu

Condigao R o R
Milho/40°C 0,7252 0,8211 0,9995 0,9914
Milho/45°C 0,7130 0,8163 0,9989 0,9889
Milho/50°C 0,7254 0,8244 0,9987 0,9892
Milho/55°C 0,7605 0,8456 0,9993 0,9919
Milho/60°C 0,7836 0,8616 0,9981 0,9917
Milho/65°C 0,7790 0,8599 0,9980 0,9907
Milho/70°C 0,7746 0,8616 0,9988 0,9887
Pistache/25°C 0,8731 0,8734 0,9945 0,9946
Pistache/40°C 0,8975 0,8979 0,9946 0,9947
Pistache/55°C 0,9331 0,9335 0,9968 0,9969
Pistache/70°C 0,9537 0,9542 0,9981 0,9981

Nota: indice AB (modelo de Atangana-Baleanu).
Fonte: Elaboragao propria (2026)

Observa-se um padrdo ao analisar os dados do milho e do pistache.
Enquanto, para o milho, o modelo de Caputo apresentou o melhor desempenho,
para o pistache, obteve-se uma ligeira superioridade do modelo de
Atangana-Baleanu.

O padrao estda justamente na proximidade dos dados quando o
Atangana-Baleanu tem o resultado melhor. O modelo em questdo nao possui
ganhos significativos de desempenho frente ao modelo de Caputo, visto que a

diferenca € quase nula entre o R’ e 0 a de ambos. J4 quando o modelo de Caputo
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possui métricas melhores, a diferenga é muito maior.

Somando-se a isso, percebe-se, no conjunto de dados, que o modelo de
Atangana-Baleanu tem valores de a maiores para a grande maioria dos casos. Isso
pode estar relacionado com a caracteristica do kernel da derivada, que apresenta
uma memoéria lenta (Atangana; Baleanu, 2016). Frente ao exposto, tem-se que
alguns dominios da secagem, como por exemplo o inicio da curva (que apresenta
uma tendéncia mais rapida), acaba por tornar o kernel dessa derivada fracionaria
nao apto a modelar as mesmas.

Conforme toda a discussao realizada, em suma, percebe-se que o modelo de
Caputo possui a maior frequéncia de melhor desempenho, possui a menor
variabilidade dos erros e ainda possui maior flexibilidade em regimes de secagem
frente aos outros modelos fracionarios. Neste sentido, depreende-se que a secagem
apresenta uma tendéncia a possuir memoria do tipo poténcia.

3.3.2 Comparacgéo entre o modelo de Caputo e os modelos tradicionais de secagem

A fim de investigar se ha um modelo de secagem superior, comparou-se 0
melhor modelo fracionario encontrado neste estudo com os modelos tradicionais. A
avaliagao partiu dos parametros obtidos pelas 52 curvas de secagem analisadas

(Apéndice A) considerando duas métricas estatisticas principais, o R’ e o RMSE.
Novamente, identificou-se concordancia entre os indicadores estatisticos avaliados,

de modo que o menor RMSE estava equivalente ao maior Rz, para a mesma curva
de secagem.

A Figura 4 mostra a frequéncia de melhor desempenho considerando os
modelos analisados nesta secdo (o modelo de Caputo, Page e Lewis), para cada
produto analisado e no aspecto geral.

Figura 4 — Frequéncia de desempenho da comparagao entre o modelo de Caputo e
modelos tradicionais de secagem
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Observa-se que nao existe superioridade global entre os dados no aspecto
geral, sendo que o modelo de Page e Caputo estdo muito proximos em termos de
modelagem. Ja para o modelo de Lewis é evidente a falta de desempenho, pois ele
nao obteve o menor RMSE em nenhuma curva, para nhenhum produto.

Porém é possivel verificar que existe uma dominancia do modelo de Caputo
para alguns produtos da analise (pinhdo-manso A, figo e cebola), enquanto o
modelo de Page supera-o em outros produtos (milho, pistache, soja e pinhdo-manso
B). Isso indica que o modelo que ira melhor descrever a cinética de secagem
depende do produto analisado, e também pode estar relacionado a mais aspectos,
como preé-tratamento de amostras e condi¢gdes operacionais.

O estudo de Nicolin et al. (2018), também chegou ao mesmo resultado, onde
Caputo supera Lewis e apresenta modelagem ligeiramente superior a Page, porém
para um conjunto de dados muito pequeno. Ja no estudo de Ferrari (2023), chega-se
a mesma conclusdo para um conjunto mais abrangente de dados, porém nao €
possivel identificar dominancia por produto, isso pode estar relacionado a falta de
controle de condi¢bes operacionais como velocidade do ar, por exemplo.

A préxima etapa para entender se os modelos sao condicionados a produtos,
portanto, € avaliar a distribuicdo de erros por produto, em especial o RMSE, o que
indica se a diferenca de modelagem é expressiva. A distribuicdo de RMSE por
produto pode ser verificada na Figura 5 para os modelos de Caputo, Page e Lewis.

Figura 5 — Grafico de violino para a distribuicdo de RMSE por produto considerando
os modelos de Caputo, Page e Lewis
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Fonte: Elaboragao propria (2026)

Na imagem é possivel verificar que o modelo de Lewis é o que apresenta a
maior variabilidade dos dados, isso indica que a exponencial simples ndo é
suficiente para representar a dindmica da secagem observada. Matematicamente, o
modelo assume que o processo € descrito apenas por uma unica taxa de remogéao
de umidade ao longo do processo, desconsiderando efeitos de secagem como
heterogeneidade do material, redistribuicdo de umidade e caminhos tortuosos (que
levariam a uma distribuicdo de velocidade de secagem) (Lewis, 1921).

Ja nos modelos de Caputo e Page, conforme a Figura 5, é possivel indicar

18



que para alguns produtos existe grande diferengca entre as distribuicdes de erros,
como € o caso do pinhdo-manso A, milho e pistache.

Apdés a analise de distribuicdo de erros, buscou-se investigar por qual razdo o
modelo de Caputo obtém melhores métricas estatisticas do que Page em alguns
casos, e vice-versa. A hipotese de que o melhor modelo depende do produto a ser
seco é automaticamente descartada pelo fato de que o conjunto de dados apresenta
o mesmo produto em duas condi¢des diferentes (pinhdo-manso A e pinhdo-manso
B), sendo o primeiro conjunto melhor modelado por Caputo, enquanto o segundo por
Page.

Ao analisar o estudo de Keneni, Hvoslef-Eide e Marchetti (2019) sobre o
conjunto do pinhdo-manso A, e o estudo de Subroto (2015) sobre o conjunto do
pinhdo-manso B, percebe-se que os dados coletados do primeiro estudo foram
referentes as sementes trituradas, enquanto no segundo estudo as sementes
estavam inteiras e com casca (ambos os estudos avaliaram as duas condigdes,
porém o presente estudo coletou os dados da forma descrita acima). Duas
interpretacbes fundamentam esse comportamento, sendo possivel que ambas
coexistam de maneira complementar ou de forma isolada.

A primeira interpretacdo pode estar relacionada ao fato descrito por Jian,
Narendran e Jayas (2019), que constataram que triturar grdos causa uma maior
liberagdo de poros, porém esses poros abertos possuem formatos variados e
irregulares, aumentando a heterogeneidade estrutural e a resisténcia de fluxo do ar.
Extrapolando esse fato ao caso da secagem, o pinhdo-manso triturado pode ter
apresentado uma estrutura irregular de poros de forma mais tortuosa que a semente
inteira com a casca. Dessa forma, o modelo de Caputo, que captura melhor
heterogeneidade estrutural (Patnaik; Hollkamp; Semperlotti, 2020), representa o
conjunto do pinhdo-manso A de forma superior.

Ja a segunda interpretacdo reside no fato de o fenbmeno de memoria,
modelado pela derivada de Caputo, € um processo gradual, uma vez que
inicialmente a fungdo de Mittag-Leffler apresenta uma aproximacao linear em relagéo

at (proximo ao modelo ideal), descrito pela Equagéao 2.16, e apds esse processo
inicial, a Equagao 2.17 demonstra que a fungdao de Mittag-Leffler ira apresentar
cauda longa, caracteristica associada ao efeito de memoaria. Nesse sentido, a casca
de um alimento impede que a agua venha a sair de maneira rapida, logo no inicio do
processo (resisténcia fenomenoldgica). Dessa forma, o processo, como um todo,
esta sujeito a uma barreira que domina a dinamica da transferéncia de massa, do
comeco ao fim, mascarando potenciais efeitos de memdria. Nesse sentido, o modelo
de Page mais se adequa aos dados pela sua estrutura matematica.

Os dados do pinhdo-manso mostraram que a superioridade entre os modelos
nao depende exclusivamente do produto analisado, mas também da estrutura inteira
do mesmo e de como evolui-se a dindmica da secagem temporalmente. Dessa
forma, torna-se relevante investigar como as propriedades matematicas dos
modelos possuem correspondéncia qualitativa com as curvas experimentais.

Com o conhecimento da estrutura matematica da fungdo de Mittag-Leffler
(que esta presente no modelo de Caputo), principalmente suas aproximagdes em
tempos iniciais e tempos grandes, como € descrito na Equacéo 2.16 e na Equacéao
2.17, é possivel verificar visualmente, nas curvas de secagem, os casos onde
Caputo mais se adequa.

Na Figura 6, € possivel observar que no caso a) os dados experimentais
estdo plotados junto ao modelo de Lewis (exponencial simples). Uma reta auxiliar,

via regressao, também foi plotada a fim de demonstrar o quanto os dados estédo
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proximos ao comportamento ideal no inicio. Em b), por sua vez, os dados
experimentais foram plotados junto aos modelos de Caputo e Page, para os dados
do pinhdo-manso A, na temperatura de 323 K.

Figura 6 — Curva de secagem do pinhdo-manso A na temperatura de 323 K
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Nota: a) modelo de Lewis e ajuste linear (4 pontos); b) modelo de Caputo e modelo de Page.
Fonte: Elaboragao propria (2026)

Verifica-se que o comportamento inicial dos dados experimentais possui
tendéncia linear, e, inclusive, até mesmo os primeiros pontos possuem o decaimento
mais acentuado do que uma reta, compativel com a fungdo de Mittag-Leffler com
a < 1, obtido pelo modelo de Caputo. Ao comparar com o modelo de Lewis, que se
distorce inicialmente para tentar prever o final da curva, percebe-se que esses dados
experimentais formam uma curva que inicia de forma linear/superlinear, e se
distorcem gerando uma cauda longa, compativel com a fungdo de Mittag-Leffler e
seu processo de memoria (Mainardi, 2020).

Neste panorama, é possivel perceber que o modelo de Caputo se adequa
melhor a essa curva justamente pela caracteristica dos dados e pela caracteristica
de memoria, que acontece de forma gradual, gerando cauda longa (Podlubny et al.,
2009), enquanto o modelo de Page apresentou maior dificuldade em representar
esse comportamento assintético, resultando em pior previsdo na regido final da
curva.

O contrario do comportamento de cauda longa, e consequentemente melhor
ajuste do modelo de Page, pode ser observado na Figura 7, que mostra a) os dados
experimentais plotados junto ao modelo de Lewis (exponencial simples) e a uma reta
de regressao que demonstra o quanto os dados estdo préximos ao comportamento
ideal no inicio, e em b) os dados experimentais e os modelos de Caputo e Page para
os dados do pistache na temperatura de 25°C (o pistache foi selecionado por
apresentar contraste visual mais nitido entre os modelos, mantendo o mesmo
padrao qualitativo do pinhdo-manso B).
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Figura 7 — Curva de secagem do pistache na temperatura de 25°C
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Nota: a) modelo de Lewis e ajuste linear (4 pontos); b) modelo de Caputo e modelo de Page.
Fonte: Elaboragao propria (2026)

Verifica-se que o comportamento inicial dos dados ndo apresentou tendéncia
linear e a evolugdo gradual caracteristicos da funcdo de Mittag-Leffler, o que
contribuiu para que o modelo de Caputo nao representasse adequadamente a curva
de secagem. E possivel observar, neste exemplo, que o modelo de Caputo n&o
conseguiu prever a dindmica no final do processo.

J& o0 modelo de Page, cuja estrutura matematica € baseada em uma
exponencial esticada, permite, por meio do parametro n, distorcer o comportamento
exponencial classico, adaptando-o a curvas em que 0O processo apresenta um
mesmo mecanismo resistivo dominante, desde os instantes iniciais. Nessas
condigcoes, os efeitos de memodria tornam-se menos evidentes, favorecendo o ajuste
do modelo de Page.

Vale ressaltar que as interpretagdes foram realizadas com base nos casos
extremos (casos onde a diferengca entre RMSE era grande), para os casos onde a
diferenca se mostrou pequena, o comportamento €& semelhante porém menos
evidente.

Apds a analise grafica, houve a investigagcdo dos parametros do modelo de
Caputo e Page variando com as condi¢gdes operacionais, em especial, a temperatura
e velocidade do ar de secagem, que foram as informag¢des mais consistentes nos
dados em questdo. Essas relagdes podem expressar o fato de que os parametros
nao sao simplesmente ajustes matematicos, mas sim, pardmetros que representam
as condicoes fisicas do sistema.

Especialmente, a analise se concentrou nos parametros a e n, visto que a
literatura ja mostra de forma consistente que o parametro cinético k varia com essas
condicoes (Kucuk et al., 2014).

A Tabela 4 apresenta os parametros a e n variando com a temperatura para
os dados do pinhdo-manso A e do pistache, e os mesmo parametros variando com a
velocidade do ar de secagem, para os dados da soja e da cebola.
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Tabela 4 — Parametros dos modelos de Caputo e Page variando com a temperatura
e velocidade do ar de secagem

Produto T (K) & outo Mpage Produto v (m/s) ® puto Mpage
313 0,7819 0,6658 0 0,9484 0,9417
323 0,8110 0,6704 0,12 0,7291 0,6481
Pinh&o-
Manso A 333 0,8275 0,6563 Soja 0,24 0,7238 0,6489
343 0,8399 0,6091 0,49 0,7193 0,6295
353 0,8444 0,6208 1 0,7061 0,6285
298 0,8731 0,7518 2 0,7036 0,6209
313 0,8975 0,7939 2 0,8428 0,8246
Pistache 328 0,9331 0,8685 3,6 0,8230 0,7984
Cebola
343 0,9537 0,9066 57 0,7522 0,7193
7,7 0,7052 0,6627

Nota: T = temperatura (kelvin); v = velocidade do ar (metros/segundo);
Fonte: Elaboragao propria (2026)

Percebe-se através dos dados uma tendéncia do pardmetro o aumentar
conforme a temperatura aumenta, uma relacdo que aparentemente nao foi
documentada na literatura até o presente momento.

Uma possivel explicacdo para esse comportamento € que o aumento da
temperatura promove uma maior mobilidade da agua no interior do material,
intensificando seu transporte em diregcao a superficie, possibilitando o aumento da
taxa de evaporagao. Com isso, a umidade presente nos caminhos mais tortuosos é
liberada mais facilmente, reduzindo os atrasos associados ao transporte de umidade
nas regides internas do material (Tadini et al., 2019). Como o operador de Caputo
descreve processos com efeitos de memoaria, a reducido dos atrasos entre as
diferentes regides do material torna o comportamento do sistema menos dependente
de seu histérico, refletindo-se em maiores valores do parametro a (Andrade; Lima;
Dartora, 2018).

Ja para o parametro do modelo de Page, percebe-se que nos dados do
pistache, o parametro n aumenta com o acréscimo da temperatura, porém, no
experimento do pinhdo-manso A ele apresenta oscilagdes, o que nao parece ter
explicacao aparente.

Percebe-se através dos dados uma tendéncia do parametro o diminuir
conforme a velocidade do ar aumenta, uma relacdo que aparentemente nao foi
documentada na literatura até o presente momento.

Isso pode estar ligado ao fato de que, conforme se aumenta a velocidade do
ar de secagem, a umidade superficial do solido passa a ser removida mais
rapidamente (Tadini et al., 2019). Dessa forma, os mecanismos difusivos associados
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a migragao interna tornam-se relevantes em instantes mais iniciais da secagem.
Como esse transporte ocorre através de caminhos tortuosos e heterogéneos no
interior do material, os efeitos de memodria passam a influenciar a dindmica do
processo de maneira mais significativa, contribuindo para a reducao do parametro o
do modelo de Caputo.

A diferenca entre a temperatura € que a acédo da velocidade do ar atua de
forma externa, ja a temperatura atua de forma a aumentar a taxa interna da
secagem, diante disso, tais condi¢des, de fato, afetam de forma inversa o fenbmeno
de memoria associado a estrutura do material.

Para o parametro n do modelo de Page, estabelece-se a mesma relagao de
diminuicdo conforme aumenta-se a velocidade de secagem. O estudo de
Kashaninejad et al. (2007), ja apresentou tais relagdes com o parametro n, isso pode
indicar que os parametros do modelo de Page também podem refletir alteragdes
fisicas da dindmica de secagem, porém de forma mais instavel que o modelo de
Caputo.

Essas relagcdes entre os parametros foram evidenciadas quando havia
preconizagdao do planejamento dos experimentos. Em geral, quando o estudo se
propds a variar somente uma condigdo por vez, mantendo-se todas as outras
constantes, as tendéncias comecaram a se evidenciar. Possivelmente um estudo
mais rigoroso, estabelecendo condigdes restritas, podera descobrir a forma funcional
da variacao dos parametros.

4 CONCLUSOES

O presente estudo atingiu os objetivos propostos ao desenvolver, de forma
independente, modelos fracionarios baseados nos operadores de Caputo,
Caputo-Fabrizio e Atangana-Baleanu para a descricdo da cinética de secagem em
camada fina. O algoritmo de otimizac¢do foi validado, permitindo a comparagéo dos
modelos fracionarios entre si, e do melhor modelo fracionario frente aos modelos
classicos de Lewis e Page por meio de métricas estatisticas. Além disso, foi possivel
investigar a relacdo entre os parametros dos modelos de melhor desempenho e as
condigdes operacionais de temperatura e velocidade do ar de secagem, propondo
interpretacdes fisicas para os comportamentos observados.

Os resultados da comparacdo dos modelos fracionarios apontaram melhor
desempenho do modelo de Caputo, sendo alcangada esta resposta através da

frequéncia de menor RMSE e maior R® das curvas, além da menor distribuicdo de
erros. O modelo de Atangana-Baleanu apesar de apresentar desempenho
satisfatorio, ndo apresentou um caso onde possuia uma diferenca expressiva de
modelagem, estabelecendo que os dados analisados apresentaram uma memodria
do tipo poténcia.

Ao comparar o modelo de Caputo com Lewis e Page ficou evidente que a
hegemonia de modelagem n&o estava presente, sendo dependente do produto
analisado mais as condicdes operacionais. Ao comparar dois estudos diferentes
sobre pinhdo-manso, estabeleceu-se possiveis relagdes entre a estrutura do
material e a presenga de memoria, como um processo gradual. A analise grafica
mostrou que através do comportamento da funcao de Mittag-Leffler, os experimentos
onde Caputo melhor modelava se faziam presentes quando havia comportamento
inicial préximo aos modelos ideais e cauda longa na curva de secagem.

A relacado entre os parametros dos modelos com a variagao de temperatura e

23



velocidade do ar se mostrou consistente para certos dados experimentais, porém
diante da escassez de grande variacdo das condi¢gdes na literatura conseguiu-se
apenas evidenciar certas tendéncias. O parametro fracionario apresentou uma
tendéncia ao chegar préximo da unidade com o aumento da temperatura, o que
pode estar ligado a mudangas internas, enquanto se afastou da unidade quando a
velocidade aumentava, estando este, portanto, relacionado a mudangas externas.

Os dados evidenciam que o modelo fracionario de Caputo possui uma
frequéncia de melhor desempenho semelhante a Page, e o superou-o a depender
do produto e condigbes operacionais, com a vantagem de fornecer uma
interpretacao fisica consistente com o fendmeno e com transferéncia de calor e
massa. Sendo assim, modelos fracionarios além de fornecer melhor modelagem em
certos casos, fornecem interpretacdes relacionadas a estrutura interna dos produtos
e efeitos de memoadria ndo evidentes.

Estudos da literatura comparam modelos de Page e Caputo, chegando a
resultados similares, mas nenhum conseguiu relacionar com interpretagdes fisicas
de estrutura interna e comportamento da fungao de Mittag-Leffler, o que destaca,
como possivel inovacéao, o presente estudo.

Estudos futuros devem se concentrar em gerar e analisar conjuntos de dados
com diversas temperaturas e velocidades do ar diferentes (além de teor de umidade
inicial, espessura do material, entre outras condi¢des), possibilitando estabelecer
formas funcionais com interpretacdes fisicas mais consistentes aos modelos. Além
disso, se faz necessario a generalizagdo dos modelos para caso de derivadas
fracionarias de ordem variavel.
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APENDICE A - TABELAS DE PARAMETROS DOS MODELOS E METRICAS ESTATISTICAS

Tabela A1 - Parametros do modelos e métricas estatisticas dos modelos para as 52 curvas de cinética de secagem

(Ij’r?- Condigao Caputo Caputo-Fabrizio Atangana-Baleanu Page Lewis
e o k RMSE o k RMSE o k RMSE n k RMSE k RMSE
PA 313K 0,7819 0,0229 00135 | 00464 01445 00531 | 07860 00251  0,0140 | 06658  0,0370  0,0218 | 00070  0,0666
PA 323K 08111 00320 00107 | 00834 011384 00529 | 08154 00343 00117 | 06704 00539 00228 | 00119  0,0613
PA 333K 08275 10,0424 00093 | 01501 0,174 00495 | 08306 00454 00099 | 06563 00767 00211 | 00180  0,0541
PA 343K 0,8399 00715 00107 | 05285 00667 00393 | 08438 00758 00113 | 06091 01456  0,0227 | 00353  0,0399
PA 353K 0,8444 00765 00105 | 05470 00721 00376 | 08485 00808 00111 | 06208 01479  0,0218 | 00396  0,0382
M 40°C 0,7252 0,3360  0,0042 | 06600 03212 00393 | 08211 03067 00176 | 06442 03512  0,0019 | 02252  0,0566
M 45°C 07130 03999 00065 | 06567 03756 00451 | 08163 03611 00210 | 06185 04129 00027 | 02611  0,0644
M 50°C 0,7255 04219 00073 | 06735 03951 00455 | 08244 03828 00213 | 06269 04343 00027 | 02796  0,0641
M 55°C 0,7605 04386 00058 | 07178 04112 00431 | 08456 04045 00196 | 06611 04513 0,022 | 03062  0,0589
M 60°C 0,7836 05154 00102 | 07550 04787 00442 | 08616 04786 00212 | 06724 05249  0,0045 | 0,3711  0,0588
M 65°C 0,7790 05396  0,0105 | 0,7553  0,4973  0,0463 | 08599  0,4991  0,0225 | 06628 05473  0,0046 | 03855  0,0608
M 70°C 07746 06287 00083 | 07730 05644 00515 | 08616 05760 00253 | 06433 06272 00035 | 04470  0,0649
F 55°C/05m/s 199081 10,0508  0,0049 | 04753 00768 00186 | 09140 00517 00057 | 08671 0,566 00077 | 00371  0,0245
F 65°C/05m/s 109160 00692  0,0039 | 04966 0,058 00158 | 09211 00705 00043 | 08723 00767 00061 | 00535  0,0225
F 75°C/05m/s 109852 0,0709  0,0026 | 08938 00760 00033 | 09858 00712 00026 | 09762 00723 00026 | 0,0681  0,0040
F 85°C/05m/s 109892 10,1021  0,0088 | 1,0000 0,996 00092 | 09929 0,015 00089 | 09906  0,1016  0,0090 | 0,0996  0,0092
F 55°CMMm/s 109722 00604 00030 | 08226 00675 00050 | 0,9743 00606 00030 | 09585 00624  0,0026 | 00559  0,0071
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:rtt)- Condigao Caputo Caputo-Fabrizio Atangana-Baleanu Page Lewis
uto

« k RMSE a k RMSE a k RMSE n k RMSE k RMSE
F 65°C/Tm/s 109494 00879 00079 | 07826 00982 00103 | 09546 00884 00077 | 09283 00917 00081 | 00778  0,0140
F 75°CMmis 199758 0,114 00039 | 09531 0,106  0,0064 | 09802 0,112 0,043 | 09647 0,136  0,0041 | 0,1056  0,0068
F 85°C/1m/s 199926 10,1387  0,0093 | 1,0000 0,1367  0,0095 | 09965 0,379  0,0094 | 09953 0,379  0,0095 | 0,1367  0,0095
F 55°C/3mis 107549 10,1059  0,0140 | 02252  0,1876 00544 | 07806  0,1074 00175 | 06539  0,1303  0,0218 | 00453  0,0759
F 65°C/3m/s 107382 0,376 00135 | 02916 01962 00595 | 07762 0,353  0,0200 | 06405 0,619  0,0221 | 00635  0,0822
F 75°CI3m/s 108030 01644  0,0202 | 05181 01873 00510 | 08389  0,1603 00255 | 07259  0,1823  0,0269 | 01034  0,0626
F 85°C/3m/s 109273 01955 00154 | 09030 01901 00229 | 09479 01921 00173 | 09026  0,2005 00172 | 01738  0,0242
Pl 25°C1,5m/s 108731 00071 00186 | 00243 011214 00292 | 08734 00075 00185 | 07518 00134 00102 | 0,0030  0,0440
PI 40°C/1,5m/s  [p8975 0,0104 00186 | 00565 00978 00271 | 08979 00109 00185 | 07939 00170 00117 | 0,0056  0,0374
PI 55°C/1,5m/s 109331 00125 00148 | 01390 00621 00188 | 09335 00129 00147 | 08685 00166 00111 | 00087  0,0253
Pl 70°CMM.5m/s 109537 00169 00118 | 02979 00449 00156 | 09542 00172 00118 | 09066 00204 00097 | 00134  0,0187
C 50°C/2m/s 199149 10,0017 00070 | 00694 00152 00076 | 09156  0,0018  0,0070 | 09062  0,0019  0,0070 | 0,0011  0,0096
C 50°C/3.6m/s 107752 00049 00075 | 00224 00573 00112 | 07789 00054 00075 | 07470  0,0059 00077 | 00015  0,0243
C S0°C/57m/s 108215 00041 00102 | 00293 00484 00122 | 08238 00044 00102 | 07961 0,048 00103 | 00016  0,0217
c 50°C/7,Tm/s 10,7805 0,0053  0,0078 | 00247 00591 00151 | 07845 00058 00079 | 07505 00064 00085 | 00016  0,0265
c 60°Ci2m/s 108429 00029 00034 | 00356 00328 00070 | 08448 00031 00035 | 08246 00033 00036 | 00013  0,0144
c 60°C/3,6m/s 108230 00043 00130 | 00347 00441 00183 | 08258 00046 00130 | 07985  0,0050 00136 | 00017  0,0244
C 60°C/5,7m/s 107522 0,0063  0,0097 | 00215 00675 00185 | 07576  0,00869 00099 | 07193 0,077 00106 | 00016  0,0308
C 60°C/7,7m/s 107052 0,0093 00108 | 00163 00976 00219 | 07129 00105 00111 | 06627 00119 00120 | 00019  0,0406
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Pro- Condigao Caputo Caputo-Fabrizio Atangana-Baleanu Page Lewis
duto
a k RMSE « k RMSE a k RMSE n k RMSE k RMSE
S 0,9 m/s/0,13
d.b. 0,6977 0,4087  0,0076 | 08052 04101 0,304 | 08607  0,3792  0,0203 | 06473 04141  0,0071 | 03688  0,0483
s 0,9 m/s/0,22
d.b. 0,6605 0,6295 0,0123 | 06933 06030 00540 | 08152 05586 00315 | 05653  0,6018  0,0098 | 04788  0,0898
S 0,9 m/s/0,32
d.b. 06716 0,7531  0,0138 | 06675 07261 00545 | 08121 06693 00310 | 05538  0,7035 00110 | 05311  0,0889
S 0,12 m/s/0,538
d.b. 0,6423 0,7009 00075 | 07012 07022 00408 | 08115 06314 00235 | 05497 06602 00042 | 05538  0,0787
s 0,5 m/s/0,538
d.b. 0,6086 0,8936  0,0135 | 06912 08502 00561 | 08018  0,7782  0,0350 | 04994  0,7932  0,0075 | 0,6704  0,1066
S 0,9 m/s/0,538
d.b. 05662 0,9225  0,0070 | 0,7595 09641 00593 | 08160 08473 00414 | 04715 08140 00053 | 08767  0,1005
s 1,5 m/s/0,538
d.b. 0,5288 0,9601  0,0047 | 08661  1,0546 00672 | 08678 09428  0,0540 | 04373 08354  0,0032 | 1,0112  0,0870
S  O0m/s/0,162db. 109484 01296  0,0041 | 09549  0,1288  0,0055 | 09721 0,277 00046 | 09417 011318 00041 | 011250  0,0064
S 0,12m/s/0,162
d.b. 0,7291 0,4580  0,0049 | 06678 04793 00326 | 08294 04275 00147 | 06481 04622  0,0037 | 03633  0,0633
S 0,24 m/s/0,162
d.b. 0,7238 0,4793  0,0039 | 0,7219 04838 00337 | 08405 04434 00165 | 06489 04798  0,0033 | 0,3898  0,0612
S 0,49 m/s/0,162
d.b. 0,7193 0,5021  0,0045 | 06610 05315 00346 | 08231 04698 00164 | 06295 0,5038  0,0026 | 0,3961  0,0628
S 1m/s/0,162db. 107061 05236  0,0042 | 07265 05284 0,359 | 08363 04825 0018 | 06285 05184 00035 | 04317  0,0646
S  2m/s/0,162db. | 07036 05426  0,0049 | 07417 05226 00391 | 08388 04917  0,0211 0,6209 05347  0,0045 | 04171  0,0630
PB 50°C/397
o
cmimin 0,9287 0,0087  0,0080 | 01493  0,0396 00158 | 09293  0,0000 0,0080 | 0,8873  0,0105  0,0062 | 0,0060  0,0223
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Pro- Condigao Caputo Caputo-Fabrizio Atangana-Baleanu Page
duto
[od k RMSE [od k RMSE o k RMSE n k RMSE
PB 50°C/794
cm/min 0,8375 0,0256 0,0196 0,1050 0,1053 0,0465 0,8399 0,0273 0,0195 0,7198 0,0399 0,0139
PB 50°C/1190
cm/min 0,7828 0,0360 0,0285 0,0905 0,1313 0,0670 0,7880 0,0391 0,0288 0,6445 0,0591 0,0280

Nota: PA: pinhdo-manso A; M: milho; F: figo; PI: Pistache; C: Cebola; S: Soja; PB: pinhdo-manso B; dados da soja todos a 70°C.
Fonte: Elaboragao propria (2026) a partir de dados da Tabela 1



