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Resumo – Este trabalho tem como objetivo a construção
e projeto de uma junta robótica, que possua a capacidade
de variar sua impedância mecânica. O controle será
realizado através de um sistema de acionamento antagônico.
Para isso a dinâmica da junta é modelada através da
Equação de Lagrange, bem como realiza-se o projeto dos
controladores através do método de Lugar Geométrico das
Raı́zes. Atualmente a maioria dos robôs não trabalha no
mesmo local que seres humanos, devido ao considerável
risco de acidentes graves. Para o acionamento de robôs que
operam em ambientes pouco estruturados, exoesqueletos
e próteses, a técnica de alterar a impedância de juntas
do robô, é utilizada para que estes tenham a capacidade
de atuar e minimizar os danos em caso de colisões.
Para possibilitar a alteração de impedância, é utilizado
um elemento elástico com relação exponencial entre força
e deformação, denominado SAT. Os resultados obtidos
mostram que é possı́vel controlar a impedância de uma junta
rotativa em configuração antagônica atuada por motores.

Palavras-chave – Junta robótica, Controle de impedância,
SAT.

DESIGN AND IMPLEMENTATION OF A
ROBOTIC JOINT IN ANTAGONICAL

CONFIGURATION WITH IMPEDANCE
CONTROL

Abstract – This work aims at the construction and design
of a robotic joint, which has the ability to vary its mechanical
impedance. The control will be carried out through an
antagonistic drive system. For this, the joint dynamics is
modeled through the Lagrange Equation, as well as the
design of the controllers through the method of Geometric
Place of Roots. Currently, most robots do not work in
the same location as humans, due to the considerable risk
of serious accidents. For the activation of robots that
operate in poorly structured environments, exoskeletons and
prostheses, the technique of changing the impedance of the
robot’s joints is used so that they have the ability to act
and minimize damage in case of collisions. To enable the
impedance change, an elastic element with an exponential

relationship between force and deformation, called SAT,
is used. The results obtained show that it is possible to
control the impedance of a rotating joint in an antagonistic
configuration actuated by motors.

Keywords – Robotic joint, Impedance control, SAT.

I. INTRODUÇÃO

Os robôs são partes fundamentais de diversos processos
produtivos, e estão cada vez mais fazendo parte do dia-a-dia das
pessoas, das indústrias, sobretudo na indústria 4.0. Realizando
atividades cada vez menos dedicadas ou especı́ficas, o leque de
utilizações da mesma configuração fı́sica de um robô é ampliado,
o que otimiza e potencializa suas aplicações, sobretudo com o
advento da Indústria 4.0 [1].

Atualmente, a maioria dos robôs não trabalha no mesmo
local que seres humanos, por causa do risco que estas máquinas
oferecem, devido a sua baixa sensibilidade e percepção háptica.
Desta forma, permitir a coexistência robô-humano requer um
projeto cuidadoso e controle de baixo nı́vel [2].

Para o acionamento de robôs que operam em ambientes pouco
estruturados, exoesqueletos e próteses, garantindo a segurança
de trabalho do robô e de pessoas, a abordagem de controle mais
amplamente utilizada é a de controle de impedância mecânica. O
controle de impedância é introduzido por Hogan [3] e estendido
para robôs articulados e flexı́veis por Ott [4].

A impedância mecânica é uma medida de quanto uma
estrutura resiste ao movimento quando submetida a uma força
harmônica, sendo a razão entre a força aplicada em um ponto e
a velocidade resultante naquele ponto [5], [6].

Baseado no controle de força/torque da junta, o controle
de impedância impõe um comportamento fı́sico desejado nas
articulações do robô. Esse ramo de pesquisa é conhecido como
“paradigma da robótica colaborativa” [7].

Mecanismos robóticos que utilizam a técnica de alterar a
sua impedância são denominados de “Atuadores de Impedância
Variável”. Essa técnica é implementada em diferentes protótipos
robóticos, com um amplo espectro de aplicações. Dentre
essas aplicações, destacam-se as que envolvem robôs para
entretenimento, principalmente para crianças, com o objetivo de
terem um toque macio e confortável [8], [9].

Instituto Instituto Federal de Santa Catarina – Jaraguá do Sul (RAU)
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Outras aplicações de destaque são próteses robóticas para
caminhar, pular e correr [10]–[15], e também as chamadas
próteses ativas, as quais tem o propósito de proporcionar uma
caminhada mais eficiente e natural. Em sistemas como as mãos
e braços robóticos, a impedância da junta pode ser alterada
mecanicamente, ou por um controlador [16]–[18], ou pela
combinação dos dois [19].

Atuadores de impedância variável são dispositivos
mecatrônicos desenvolvidos para construir robôs passivos
colaborativos, robustos e hábeis. A escolha de um dos vários
tipos de mecanismos, depende de qual aplicação este será
empregado.

Neste trabalho utilizou-se uma junta em configuração
antagônica, cujo princı́pio de atuação do tendão antagônico
provindo da biologia, pode ser aplicado a robôs por meio de
tendões que conectam as juntas com os atuadores, permitindo
uma realocação dos acionamentos para a base do sistema do
robô. Além disso, a arquitetura desse sistema reduz a inércia,
levando a um movimento mais rápido, preservando a segurança
do ser humano e do robô [20].

A introdução de elementos elásticos no trajeto do tendão
melhora a limitação de sistemas rı́gidos, onde forças no tendão
excessivamente grandes levam à sua ruptura [20].

Uma impedância variável permite adaptar a elasticidade da
junta a uma dada tarefa de manipulação, seja para agarrar um
objeto pesado para evitar danos ao robô ou para uma montagem
rápida de peças. Outra caracterı́stica é que os elementos elásticos
conectados em série atuam como armazenadores de energia,
que pode ser aplicada a uma tarefa de arremesso por meio da
transferência da energia potencial elástica da mola em energia
cinética e vice-versa [21], [22].

Embora as molas lineares sejam mais fáceis de trabalhar
e estejam prontamente disponı́veis, elas não permitem que
a impedância da junta varie [23], mesmo na configuração
antagônica. Isso junstifica o desenvolvimento de uma mola
não linear conhecida como SAT (Stiffness Adjustable Tendon)
[24], [25] que tem algumas vantagens, como estrutura leve e
simples.

Para implementar o algoritmo de rastreamento em robôs
atuados antagonicamente, várias abordagens de controle foram
propostas nos últimos anos [26]–[28].

Muitos controladores têm sido propostos para mecanismos
acionados por tendões, como por exemplo, controladores usando
realimentação de tensão [29] e linearização por realimentação
[30]. Shimamoto [31] propôs um controle bilateral para robôs
multigraus de liberdade com mecanismos leves para colocar o
sistema em uso prático.

Vanderborght [32] apresentou uma visão geral dos diferentes
atuadores de impedância variável. Em [33] e [34], enfoca-
se a implementação de uma junta de rigidez variável acionada
por um par de atuadores de corda torcida em configuração
antagônica. Wimböck [20] estabilizou assintoticamente um
sistema controlado por tendão com rigidez variável usando o
teorema de imersão e invariância (I&I).

Desta forma, este trabalho tem como objetivo geral controlar
a impedância mecânica de uma junta simples em configuração
antagônica. Os objetivos especı́ficos são:

• Modelar uma junta em configuração antagônica;
• Projetar o controlador;
• Construir um protótipo;
• Analisar e validar os resultados obtidos.

Para que os objetivos sejam alcançados, o trabalho está
dividido em cinco seções. Na Seção II, é explicado o
funcionamento da mola utilizada, além de ser realizada
a modelagem da junta em configuração antagônica, e
explicado como é feito o controle. A Seção III apresenta
informações a respeito da montagem do protótipo, bem como o
desenvolvimento dos controladores. Na Seção IV os resultados
obtidos são analisados e validados. Para finalizar, na Seção V,
têm-se as conclusões obtidas neste trabalho.

II. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Nesta seção, primeiro a mola não linear SAT é explicada.
Após, é realizada a modelagem matemática da junta em
configuração antagônica, e por fim, é explicado o método
de projeto de controladores utilizado, e a discretização do
controlador.

A. Mola não linear SAT
Os elementos de transmissão são compostos por elementos

elásticos. De acordo com a lei de Hooke, Kobayashi e Ozawa
[35] mostram que a força de tração causada por molas é
proporcional (linear) com a deformação da mola (ε), sendo
F(ε) = Ktε onde Kt é uma matriz de rigidez. Porém, molas
lineares não são suficientes para criar uma variação de rigidez,
pois a rigidez articular resultante é nula neste caso. De
acordo com algumas pesquisas e análises, a geometria e a
caracterı́stica do material fornecem a relação exponencial entre
força e deformação [36]:

F(ε) = k(eσε −1), (1)

sendo F(ε) a força exercida pela mola em Newtons, ε é a
deformação em metros, k é a matriz de rigidez em Nm/rad, e
σ é uma constante positiva que depende da forma e material
usados nos elementos de transmissão em 1/rad.

O elemento elástico não linear utilizado neste trabalho,
denominado de SAT (Stiffness Adjustable Tendon) pode ser visto
na Fig. 1. Montado com uma esponja polimérica de silicone
como corpo elástico, e inserida dentro de um tubo de malha feita
de poliuretano, mais comumente conhecido como por malha
náutica, o SAT tem algumas vantagens como por exemplo o seu
peso, estrutura simples, baixo custo e muito resistente à ação do
tempo [24], [25].

SAT é uma estrutura do tipo cilı́ndrica na qual uma barra

Instituto Instituto Federal de Santa Catarina – Jaraguá do Sul (RAU)
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Fig. 1. Estrutura do SAT.

redonda de esponja polimérica de silicone (denominada corpo
elástico) é inserida como um corpo elástico em um tubo de malha
que serve como um revestimento. O diâmetro interno do tubo de
malha muda de acordo com a mudança do comprimento total do
tubo. Quando uma tensão é aplicada em ambas as extremidades
do SAT , o tubo de malha se deforma longitudinalmente, e ao
mesmo tempo o diâmetro interno se deforma transversalmente,
ou seja, o corpo elástico no interior é comprimido. Quando a
tensão nas extremidades reduz, o corpo elástico se expande na
tentativa de retornar à sua forma original, consequentemente,
o tubo de malha também retorna ao estado inicial . O SAT se
estende até um comprimento em que a força compressiva e a
força restauradora são equilibradas.

Fig. 2. Caracterı́stica do SAT.

A Figura 2 mostra o resultado da deformação do SAT para

quando uma tensão é aplicada. O eixo horizontal é a deformação
do corpo e o eixo vertical é a tensão aplicada. Pode-se observar
que a relação entre tensão e deformação não é linear.

Verifica-se que existem caracterı́sticas de histerese
diferenciadas entre o processo de aumento da tensão e o
processo de devolvê-la. A Figura 2 mostra os resultados da
relação entre a tensão e a deformação de um corpo elástico sem
cobrir a superfı́cie com um tubo de malha. Pode-se observar
que as caracterı́sticas não lineares não aparecem apenas com o
corpo elástico, e que a geração das caracterı́sticas de histerese
se deve principalmente às caracterı́sticas do corpo elástico.

B. Modelo dinâmico de uma junta em configuração antagônica
Nesta seção, uma junta simples em configuração antagônica

acionada por tendões, consistindo de uma junta e dois atuadores,
conectados por acoplamento elástico é apresentada. Para obter o
modelo dinâmico, fazem-se as seguintes considerações:

• A massa da junta é desprezı́vel, logo, as forças relativas à
gravidade, centrı́peta e de Coriolis são desprezadas;

• A junta é acionada de forma independente por 2 motores
CC em configuração antagônica;

• Para possibilitar a alteração de impedância da junta, os
tendões considerados são elementos de transmissão com
relação exponencial entre deformação e força (SAT);

• A função da força de tração F(ε) é igual a 0 para ε < 0,
onde ε é a deformação do tendão. Caso ε > 0, F(ε)≥ 0 e
consequentemente dF(ε)

dε
> 0;

• Os coeficientes de atrito desconhecidos da junta e dos
atuadores são desprezados;

• A modelagem dos motores CC não é realizada.

Fig. 3. Junta simples em configuração antagônica com tendões
acionados por motores.
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Uma representação esquemática da junta antagônica com
tendões controlados é apresentada na Fig. 3. Por meio da
Equação de Lagrange, pode-se obter o modelo matemático
dinâmico da junta. Para tal, é necessário encontrar a energia
cinética e potencial do sistema. Para a energia cinética tem-
se [37]:

T =
1
2

Iθ̇
2 +

1
2

Jα α̇
2 +

1
2

Jβ β̇
2, (2)

onde θ é a posição angular da junta, α e β são respectivamente
as posições angulares dos motores CC agonista e antagonista,
também chamados de atuadores, I é o momento de inércia do
conjunto conectado pela junta, Jα e Jβ são momentos de inércia
dos atuadores.

Os elementos de transmissão são conectados aos atuadores
por cabos metálicos. Para evitar folga no cabo, uma região de
operação adequada de α , β e θ deve ser definida considerando a
geometria do dispositivo.

A deformação resultante entre a junta e seus atuadores é
definido como:

εα = rmα + r jθ , (3)
εβ = rmβ − r jθ . (4)

onde rm e r j são o raio da polia dos atuadores e da junta,
respectivamente. Para simplificar os cálculos e diminuir perdas,
rm = r j = r. Assim:

εα = r(α −θ), (5)
εβ = r(β +θ). (6)

Sabe-se que energia potencial é igual a [37]:

V =
∫

F⃗ · d⃗ε. (7)

Para a energia potencial do sistema temos:

V = k

(
erσ(β+θ)

σ
− r(β +θ)

)
+ k

(
erσ(α−θ)

σ
− r(α −θ)

)
.

(8)

O Lagrangiano do sistema é escrito como [37]:

L = T −V, (9)

logo:

L =
1
2

Iθ̇
2 +

1
2

Jα α̇
2 +

1
2

Jβ β̇
2 − k

(
erσ(β+θ)

σ
− r(β +θ)

)

− k

(
erσ(α−θ)

σ
− r(α −θ)

)
. (10)

Com a Eq.10, chega-se nas equações diferenciais de Lagrange
[37]:

d
dt

∂L
∂ θ̇

=
∂L
∂θ

→ Iθ̈ =−k(r− rerσ(α−θ))− k(rerσ(β+θ)− r),

(11)
d
dt

∂L
∂ α̇

=
∂L
∂α

→ Jα α̈ =−k(rerσ(α−θ)− r), (12)

d
dt

∂L
∂ β̇

=
∂L
∂β

→ Jβ β̈ =−k(rerσ(β+θ)− r). (13)

Desta forma, acrescentando os torques atuadores τα e τβ e o
torque externo τext como entradas, e os estados do sistema sendo:

θ = x1, (14)

θ̇ = x2, (15)
α = x3, (16)
α̇ = x4, (17)
β = x5, (18)

β̇ = x6, (19)

o sistema por representação em espaço de estados é:

ẋ1 = x2, (20)

ẋ2 =−kr
I
(erσ(x5+x1)− erσ(x3−x1))− τext

I
, (21)

ẋ3 = x4, (22)

ẋ4 =− kr
Jα

(erσ(x3−x1)−1)+
τM1

Jα

, (23)

ẋ5 = x6, (24)

ẋ6 =− kr
Jβ

(erσ(x5+x1)−1)+
τM1

Jβ

. (25)

A impedância resultante da junta pode ser expressa como:

S =
∂τ

∂θ
. (26)

Sabendo que Iθ̈ = τ , tem-se que a impedância da junta é:

Instituto Instituto Federal de Santa Catarina – Jaraguá do Sul (RAU)
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S =−kr2
σ(erσ(α−θ)+ erσ(β+θ)). (27)

Devido a relação exponencial entre compressões e as forças
dos elementos de transmissão, os valores de impedância da junta
sempre são negativos. Particularmente, os valores dependem dos
parâmetros k e σ . O valor de impedância inicial da junta S0, que
corresponde a condição εα = εβ = 0 é obtido por S0 =−2kσr2.

C. Controle de uma junta em configuração antagônica
O passo inicial para projetar o controlador, é linearizar o

sistema. Através do método de linearização por Série de Taylor,
o sistema por espaço de estados fica da seguinte forma:

ẋ1 = x2, (28)

ẋ2 =−kr
I
[rσ(erσ(x̄5+x̄1)+ erσ(x̄3−x̄1))]∆x1 +

kr2σ

I
erσ(x̄3−x̄1)∆x3

− kr2σ

I
erσ(x̄5+x̄1)∆x5 −

1
I

∆τext , (29)

ẋ3 = x4, (30)

ẋ4 =
kr2σ

Jα

erσ(x̄3−x̄1)∆x1 −
kr2σ

Jα

erσ(x̄3−x̄1)∆x3 +
1
Jα

∆τM1,

(31)

ẋ5 = x6, (32)

ẋ6 =−kr2σ

Jβ

erσ(x̄5+x̄1)∆x1 −
kr2σ

Jβ

erσ(x̄5+x̄1)∆x5 +
1
Jβ

∆τM2.

(33)

sendo x̄1 = 0, x̄3 = 0 e x̄5 = 0.
Com o sistema linearizado, as matrizes de estados e saı́da são:

A =



0 1 0 0 0 0
− (a+b)

I 0 a
I 0 − b

I 0
0 0 0 1 0 0
a

Jα
0 − a

Jα
0 0 0

0 0 0 0 0 1
− b

Jβ
0 0 0 − b

Jβ
0



B =



0 0 0
− 1

I 0 0
0 0 0
0 1

Jα
0

0 0 0
0 0 1

Jβ



C =

1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0


D = 0

sendo a = kr2σerσ(x̄3−x̄1) e b = kr2σerσ(x̄5+x̄1).
Em um sistema na forma do espaço dos estados, podem existir

dinâmicas que não são vistas pelas saı́das do sistema ou não
são influenciadas pelas entradas. Olhando para uma função de
transferência, entende-se que um cancelamento de um pólo com
um zero, implica que alguma dinâmica no sistema deixa de ser
vista pela saı́da e nem pode ser alterada pela entrada, o que gera
perda de controlabilidade.

Desta forma, com o sistema linear, é possı́vel obter-se as
equações de transferência no domı́nio da frequência, através de:

Y(s)
U(s)

=C(sI −A)−1B+D. (34)

Com as equações de transferência do sistema, optou-se por
projetar o controle através do método de Lugar Geométrico das
Raı́zes (LGR).

O método LGR permite que seja analisada a posição dos polos
da malha direta da planta, e possibilita que seja escolhida a
posição dos polos de malha fechada de acordo com a resposta
desejada.

D. Controle Discreto
Para a implementação do controle em um sistema com

componentes digitais, como por exemplo um microcontrolador,
se faz necessário o uso de técnicas de controle digital. Imagine
que, apesar de existir de maneira contı́nua - ou seja, existe
um valor a qualquer instante de tempo -, a variável de saı́da
só está disponı́vem em instantes regularmente espaçados. Por
exemplo, ao se monitorar a posição de um avião por um radar,
a informação é atualizada a cada varredura e não de maneira
continua [38].

Para gerar um sinal discreto no tempo, a técnica utilizada é
a de amostragem de um variável que existe continuamente ao
longo do tempo. O intervalo de tempo entre uma medida e sua
subsequente, é conhecido como perı́odo de amostragem Ts [38].

Desta forma, uma restrição é implicada, fazendo com que a
saı́da só posssa ser comparada com a referência nos instantes em
que seus valores são conhecidos. Logo, tem-se uma sequência
que pode ser infinita, mas contável, de valores de erro e(Ts),
e(2Ts), e(3Ts), ..., ao invés de um conjunto infinito e não
contável que corresponde à uma variável no tempo contı́nuo.
Assim, não apenas a lei de controle deverá ser capaz de
determinar uma ação a partir da sequência de número de erros,
como essa própria ação será uma sequência de números, o que é
ilustrado na Figura 4.

Nota-se que na Figura 4 que a parte do sistema que está dentro
da linha tracejada, opera com sequências discretas, enquanto
o que está fora, é de tempo contı́nuo. Ou seja, a informação
adquirida em si, é analógica, mas após ser amostrada e passar
por um conversor analógico-digital (AD), ela se torna digital. O
conversor AD é representado pela chave na Figura 4 denominada
interface.
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Fig. 4. Diagrama de blocos de um sistema amostrado de controle [38].

Devido ao sistema amostrado de controle ter uma parte
discreta e outra contı́nua, deve-se ser capaz de aplicar a ação de
controle discreta ao sistema contı́nuo, procedimento chamado de
interpolação, ou mais comumente, conversão digital-analógico
(DA).

Segundo Monzani [39], a frequência de amostragem (T−1
s )

deve ser no mı́nimo dez vezes o valor da frequência do
sistema, para assim garantir a estabilidade e manter-se dentro
das limitações fı́sicas do sistema.

Com o controlador projetado no domı́nio da frequência de
Laplace, é possı́vel convertê-lo para aplicá-lo em sistemas
com componentes digitais, através da Transformada Z [39],
convertendo assim, as equações diferenciais do domı́nio da
frequência, em equações a diferenças, do domı́nio discreto.

No domı́nio Z, pode-se aplicar alguma técnica de
aproximação de diferenciação para a implementação do
controle em um microcontrolador, como por exemplo o Método
de Euler (forward difference), o método diferencial (backward
difference), ou o método de Tustin [40].

III. METODOLOGIA

Nesta seção são apresentados os métodos e componentes
empregados para a obtenção do protótipo final, e também, é
realizada a simulação do sistema em malha fechada, utilizando
os parâmetros definidos para protótipo.

A. Montagem do Protótipo
1) Especificações do Projeto: Para o desenvolvimento do

protótipo de uma junta simples em configuração antagônica
com tendões acionados por motores, é necessário primeiramente
a definição das especificações do projeto. Na Tabela I são
apresentados todos os parâmetros provindos do modelo do
sistema. Dentre estes parâmetros, os momentos de inércia Jα e
Jβ respectivamente do Motor 1 e do Motor 2, são definidos como
sendo unitários, e o momento de inércia da junta I é definido
como sendo 10% do valor dos momentos dos motores. O motivo
destes parâmetros serem escolhidos ao invés de calculados, é
devido a dificuldade de um cálculo preciso, pois como o sistema
real tem muitas variáveis desconhecidas, como por exemplo
toda a montagem da redução dos motores, seriam necessários
experimentos para identificar estes parâmetros, o que dificulta
encontrar um valor preciso. Sabe-se, verificando empiricamente,
que o momento de inércia da junta é menor do que o dos
motores.

O raio da polia da junta e das polias dos motores r, tem seu
diâmetro no valor de 30 mm e são usinadas em alumı́nio. Já

as contantes que dependem do formato e material utilizados nos
elementos de transmissão k e σ , tem seus valores provindos de
resultados de ensaios realizados em laboratório, apresentados na
Seção IV.

TABELA I
Parâmetros da Planta

Parâmetro Valor Unidade
I 0,1 kgm2

Jα 1 kgm2

Jβ 1 kgm2

r 0,03 m
k 7,598 Nm/rad
σ 0,1897 1/rad

2) Atuadores: Para os atuadores da junta, foram utilizados
dois motores CC com encoder acoplado, como mostra a Figura
5, possibilitando a medição de posição angular dos motores.

Fig. 5. Motor utilizado como atuador no protótipo.

Os dois motores são idênticos e possuem as seguintes
caracterı́sticas:

• Tensão de alimentação de 6V;
• Velocidade de 210 rpm;
• Diâmetro do eixo de 4 mm;
• Comprimento do eixo de 12 mm;
• Velocidade sem carga de 210 rpm / 0,13 A
• Máxima eficiência de 2 kgcm / 170 rpm/ 2 W / 0,6 A;
• Máximo torque de 5,2 kgcm / 110 rpm / 3,1 W / 1,1 A;
• Torque de parada de 10 kgcm 3,2 A
• Comprimento total motor e eixo de 73 mm;
• Possui caixa de redução 1:34 (1:34.02);
• Encoder na placa.
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Ambos os motores acionam as polias, nas quais o cabo de aço
está preso, e que com o movimento de rotação destas, esticam os
elementos elásticos, alterando a impedância da junta.

Já o encoder acoplado no motor, possui as seguintes
caracterı́sticas:

• Incremental;
• Tensão de alimentação de 3,3 V;
• Resolução de 11 x Redução 34.02 = 341 PPR;

Para a leitura de posição da junta, foi utilizado um
potenciômetro com resistência de 22kΩ.

3) Ponte H: Para possibiltiar o acionamento dos motores com
o sinal de controle proveniente do microcontrolador utilizado,
foi utilizado um drive Ponte H VNH3SP30. Este drive possui as
seguintes caracterı́sticas:

• Tensão de operação de 5-16 V;
• Chip ST VNH3SP30;
• Controla 2 motores CC simultaneamente;
• Corrente de operação máxima de 14 A por canal;
• Corrente de pico de 30 A;
• Tensão lógica de 3,3 5 V;
• Frequência máxima do PWM de 20 kHz.

Esse drive é projetado para controlar cargas indutivas como
relés, solenóides, motores DC e motores de passo, permitindo o
controle não só do sentido de rotação do motor, como também
da sua velocidade, utilizando um sinal de tensão PWM.

4) STM32: O microcontrolador escolhido para alocar o
sistema de controle discretizado, foi o STM32F103C8T6, mais
especificamente, o kit de desenvolvimento conhecido como
”Blue Pill”.

De acordo com as caracterı́sticas exigidas para a construção
do protótipo, é necessário que o microcontrolador atenda a
alguns requisitos:

• 1 entrada analógica, com resolução mı́nima de 8 bits;
• 2 saı́das PWM;
• 5 I/O digitais;
• 4 timers;
• Montado em placa de desenvolvimento;

O STM32 é capaz de atender a todos os requisitos necessários
para a execução do protótipo, já que possui um módulo ADC
integrado e opera com baixos nı́veis de tensão, sendo simples
o condicionamento dos sinais para os nı́veis requeridos pelo
microcontrolador. Os sinais analógicos são convertidos e
representados de forma digital através de 12 bits, logo, tem-
se 4096 nı́veis de tensão para a representação das grandezas
medidas, o que atende de forma satisfatória a leitura de tensão
do potenciômetro da junta.

Outro fator importante, é a montagem em uma placa de
desenvolvimento. Esta possui um conversor serial integrado que
simplifica a gravação dos programas durante os testes.

Os timers presentes têm modos especiais para utilização com
encoder, o que torna a leitura de posição dos motores precisa.
Com os timers, pode ser gerarado sinal PWM, que varia de 0 a
3,3 V, e também é possı́vel ter interrupção.

As saı́das digitais são utilizadas para controlar o sentido de
rotação dos motores, já que a Ponte H utilizada, controla o
sentido de rotação a depender do nı́vel lógico aplicado em seus
terminais. Foi necessário também uma entrada digital, para
determinar a rigidez de referência, facilitando os testes.

O esquema elétrico do protótipo pode ser visto na Figura 6

Fig. 6. Esquema elétrico do protótipo.

Uma imagem do protótipo final pode ser vista no Anexo I.

B. Projeto e Discretização dos Controladores
Para projetar o sistema de controle, existem as técnicas de

controle moderno, que utilizam o modelo matemático da planta
na representação de espaço de estados, ou as técnicas de controle
clássico, que necessitam do modelo representado em funções de
transferência no domı́nio da frequência. Neste trabalho, embora
tenha-se a modelagem matemática em representação de espaço
de estados, optou-se por passar este modelo para o domı́nio da
frequência, e projetar o controle por métodos clássicos. Técnicas
de controle moderno exigiriam o projeto de um filtro de Kalman
digital, o que tornaria a implementação mais complexa nesta fase
do projeto.

O diagrama do controle proposto neste trabalho, pode ser
visualizado na Figura 7.

De acordo com a impedância de referência, o controlador de
impedância calcula o sinal de controle necessário para chegar
na referência, o qual passa pelo conversor de posição para
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impedância, e assim chega-se na posição de α e β que o os
motores devem estar. Com estas posições, que são a referência
para os controladores de posição, os controladores de posição
estipulam qual a tensão que deve ser enviada para os motores,
para que estes exerçam o torque necessário para chegar na
impedância de referência.

Fig. 7. Diagrama do controle proposto.

De acordo com a Eq. 34, tem-se a equação que relaciona o
torque do Motor 1 ao ângulo α sendo:

α

τM1
=

s4 +as3 +bs2 + cs+d
s6 + es4 − f s3 +gs2 −h

, (35)

onde a = 2,765× 10−17, b = 27,24m, c = 1,467× 10−20, d =
16,83µ , e = 28,54m, f = 6,019 × 10−35, g = 35,34µ e h =
2,317×10−41.

Sabe-se também que a relação de β e o torque do Motor 2 é
igual a Eq.35, logo, o controlador de torque de ambos é igual.

Verifica-se que esta planta é de 6ª ordem, possui 6 pólos e 4
zeros, e é criticamente estável, devido a tanto os pólos quanto os
zeros possuirem parte real nula.

Existem diversas técnicas de projeto de controle, mas por
conta da simplicidade, escolheu-se projetar esses ganhos através
do método de Lugar Geométrico das Raı́zes.

Como a planta não possui parte real, utiliza-se um controlador
PD, com realimentação negativa unitária, para que seja inserido
no sistema um zeros com parte real negativa. Como não há
parte real no sistema, optou-se colocar o zero do controlador PD
próximo à origem do eixo, no valor de -0,01 rad/s. Sabe-se que
o controlador PD é representado por:

C(s) = Kp(sTd +1) (36)

Logo, sabendo a localização do zero, e que a localização deste
se dá em 1

Td
, tem-se que Td = 100 s. Para o valor de Kp, foi

encontrado de maneira empı́rica, como sendo 200, verificando
a resposta ao degrau unitário da malha fechada e vendo que
valores maiores não causam muita diferença na resposta, ou
geram sobressinal. O gráfico de lugar das raı́zes da malha
direta desta planta pode ser visto na Figura 8, na qual não está
representado um polo em -10 rad/s.

A resposta ao degrau unitário da malha fechada pode ser vista
na Figura 9, no qual pode ser visto que não existe um sobrepasso,
e o tempo de assentamento em regime permanente é entre dois e

três segundos.
Também na Figura 9, é possı́vel visualizar o sinal de controle,

o qual possui saturação em 12 e -12 V, devido a alimentação da
Ponte H. Verifica-se que este sinal vai até sua saturação positiva,
logo após, vai para um valor negativo próximo de -10 V, e em
regime permanente, esse sinal fica oscilando próximo de 0,9 V.

Com o controle dos ângulos α e β definido, é possı́vel então
projetar o controlador de impedância. Visualizando o diagrama
de controle proposto, consegue-se perceber que a “planta” para
projetar o controle de impedância engloba desde o conversor de
impedância para posição de α e β , até o conversor de posição
para impedância, incluindo o controlador de torque.

A equação de transferência que representa esse sistema está
expressa na Eq.37.

Fig. 8. Lugar das raı́zes da relação entre α e τM1.

Fig. 9. Resposta ao degrau unitário da malha fechada da relação entre o
ângulo α e o torque do Motor 1 Simulado.
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Ssis =
as2 +bs+ c

s4 +ds3 +as2 + es+ c
, (37)

onde a = 2,002× 105, b = 2,454× 10−10, c = 126,6, d =
9,99 e e = 0,01219.

Verifica-se que a planta da impedância é de 4ª ordem, possui
4 pólos e 2 zeros, possuindo 2 pólos e os 2 zeros com parte real
nula, e 2 pólos com parte imaginária e parte real não nulos.

Como a planta não possui integrador natural, utiliza-se um
controlador PI, com realimentação negativa unitária, para que o
sistema consiga garantir referência. Sabe-se que o controlador
PI é representado por:

C(s) =
Kp

s

(
s+

1
Ti

)
(38)

O controlador PI também insere um zero no sistema, o qual
é localizado em 1

Ti
. Logo, optou-se por colocar o zero em -

0,5 rad/s, ou seja, Ti = 2 s. Para o valor de Kp, foi encontrado
empiricamente como sendo 3, verificando a resposta ao degrau
unitário da malha fechada e vendo que valores maiores não
causam muita diferença na resposta, ou geram sobressinal. O
gráfico de lugar das raı́zes da malha direta desta planta pode ser
visto na Figura 10.

Fig. 10. Lugar das raı́zes da impedância.

A resposta ao degrau unitário da malha fechada pode ser
vista na Figura 11, no qual pode ser visto que não existe um
sobrepasso, e o tempo de assentamento em regime permanente é
entre 1 e 2 segundos.

Também na Figura 11, é possı́vel visualizar o sinal de
controle. Verifica-se que este sinal vai até um valor próximo
de 3, logo após, diminui, estabilizando em regime permanente
em 1.

Fig. 11. Resposta ao degrau unitário da malha fechada da impedância
Simulado.

Para a discretização e implementacão dos controladores
digitais no microcontrolador, é necessário calcular o perı́odo de
amostragem, o qual é encontrado a partir dos polos de malha
fechada do sistema.

Tanto para o controlador de impedância, quanto para o de
torque, foi utilizando o Teorema da Amostragem de Nyquist o
qual necessita-se saber o valor do polo mais rápido da planta em
malha fechada. Para a planta da relação entre α e o torque do
motor 1, tem se o pólo mais rápido localizado em -1000 rad/s, e
para a planta da impedância, em -4000 rad/s. Utilizando o pólo
mais rápido dentre as duas plantas, a frequência de banda é:

fb =
ωb

2π
=

4000
2π

= 636,62 Hz (39)

Para calcular a frequência de amostragem fs utiliza uma
constante K. Sendo K = 10, a frequência de amostragem é:

fs = K · fb = 10 ·636,62 = 6366,2 Hz (40)

Com a frequência de amostragem, e sabendo que o perı́odo é
o inverso da frequência, o perı́odo de amostragem para as plantas
é igual a:

Ts = f−1
s = 6366,2−1 = 157,08µ s (41)

Sabendo que Ts tem um valor máximo de 157,08µ s, utilizou-
se o perı́odo de amostragem no valor de 100µ s no protótipo.

Com o perı́odo de amostragem definido, deve-se discretizar
os controladores. Para isso, utilizou-se o método de backward
Euler. Sabendo que k representa a amostra atual, e k − 1 a
amostra passada, espaçada pelo tempo de amostragem, para o
controlador PI tem-se:
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Ministério da Educação
Secretaria de Educação Profissional e Tecnológica

INSTITUTO FEDERAL DE SANTA CATARINA

u1(k) = u1(k−1)+Kp

(
1+

ts
Ti

)
erro(k)−Kperro(k−1) (42)

u2(k) =−2kr2
σ (43)

u(k) = u1(k)+u2(k) (44)

E para o controlador PD:

u1(k) = u1(k−1)+Kperro(k)−Kperro(k−1) (45)

u2(k) = Kp
T d
ts

(
leitura(k)− leitura(k−1)

)
; (46)

u(k) = u1(k)+u2(k) (47)

O código final implementado no microcontrolador pode ser
visto no Anexo II.

IV. RESULTADOS

O protótipo de uma junta simples em configuração antagônica
foi construı́do para provar que é possı́vel controlar a impedância
mecânica de partes de robôs. Para isto, foi necessário montar
um elemento elástico com caracterı́stica de alongamento não
linear, que neste caso foi o SAT, possuindo esta caracterı́stica
de forma exponencial. Logo, nesta seção, são apresentados os
resultados de ensaio do elemento elástico, além dos resultados
de controle, os quais foram adquiridos via STM Studio, e
filtrados no software Matlab, por um filtro de 3ª ordem com
frequência de corte de 0,05 rad/s, devido aos ruı́dos presentes
nestes resultados.

A. SAT
Para obter a caracterı́sta de deformação por torque do SAT,

foi utilizado uma máquina de ensaios de tração até 100kN
da EMIC® para aplicações de tração/compressão em materiais
metálicos, modelo DL10000. O resultado deste ensaio pode ser
visualizado na Fig. 12, e a equação que melhor se ajusta à curva
pode ser vista na Eq. 48.

Fig. 12. Caracterı́stica de tração do SAT.

F(x) = 7,598(e0,1897x −1), R2 = 0,9946. (48)

Com auxı́lio da Eq. 48 , retirada do ajuste feito pelo método
dos mı́nimos quadrados sobre a curva obtida no ensaio de
tração, é possı́vel obter as constantes utilizadas nos elementos
de transmissão, σ e k, que são respectivamente 0,1897 e 7,598.
Estes ganhos foram considerados iguais para ambos elementos
elásticos.

B. Controle
Para validar a eficácio dos controladores, alguns testes

foram realizados. Dentre estes testes, o primeiro verifica se
é possı́vel alterar a impedância de referência. Nos demais
testes, foi mantida a impedância de referência como sendo a
inicial,pendurando diversas cargas na ponta do eixo da junta,
para que o ângulo θ da junta alterasse, alterando a impedância,
para verificar se o controlador consegue manter o valor da
impedância quando uma perturbação ocorre. Também foi
alterado o valor dos ganhos de controle, a fim de analisar os
resultados para diferentes condições do sistema de controle.

O quinto teste é feito desligando o controlador de impedância,
para comparar o resultado com o teste do controlador proposto,
provando que sem esse controle, a referência de impedância não
é seguida.

Fig. 13. Mudança de referência de impedância.

No primeiro teste realizado, foi alterado a referência de
impedância, mudando o valor da impedância inicial de -0,00259
Nm3/rad2 para um valor 4,5% maior, ou seja, de -0,00271
Nm3/rad2, utilizando os ganhos dos controladores propostos na
Seção III, porém, alterando o Kp do controlador PD para 10,
que foi um ganho obtido empiricamente com o protótipo. O
resultado deste teste pode ser visualizado na Figura 13. O motivo
de não escolher um valor maior de impedância para a alteração
se dá devido ao torque máximo dos motores ser muito baixo em

Instituto Instituto Federal de Santa Catarina – Jaraguá do Sul (RAU)
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comparação com o torque necessário para esticar os elementos
elásticos.

Como pode ser visto, a mudança de referência se deu com
um tempo de assentamento próximo de 0,03 segundos. Outro
ponto que verifica-se olhando a imagem, é que a referência não
é atingida em 100% de seu valor, tanto na referência inicial,
quanto na referência alterada. Para a referência inicial, há um
erro próximo de 0,4%, e na referência alterada, um erro próximo
de 0,8%.

Iniciando os testes com a impedância de referência sendo
a inicial, e pendurando pesos na ponta do eixo da junta,
no primeiro teste, foi utilizando os ganhos dos controladores
propostos anteriormente, onde o controlador PD possui K p = 10
e T d = 100 s, e os ganhos do controlador PI como K p = 3 e
Ti = 2 s. Foi colocado um peso de 237 g na pontado eixo,
próximo a 1 segundo, e logo após, próximo de 2 segundos,
retirado.

Como pode-se ver na Figura 14, a posição da junta variou
rapidamente, chegando a um limite próximo de -10º, e ao ser
retirado o peso, retornou com um sobrepasso próximo de 4º,
estabilizando na posição 0º após meio segundo. Nesta mesma
figura, é possı́vel ver que o sinal de impedância fica variando
o tempo todo entre -0,00259 Nm3/rad2 e -0,0026 Nm3/rad2,
ou seja, fica variando e causando um erro de aproximadamente
0,4% da impedância de referência. Ao retirar a carga, a
impedância teve um pico que alterou seu valor para próximo de -
0,00258 Nm3/rad2, o que se deve à posição dos motores ter tido
uma pequena pausa em sua oscilação neste momento.

Fig. 14. Ângulo θ e impedância: Teste 1.

Olhando para a Figura 15, no sinal de controle do controlador
de impedância, verifica-se que o sinal de controle diminui sua
oscilação quando a carga é aplicada, e quando a mesma é
retirada, o sinal volta a aumentar sua oscilação. Na mesma
figura, olhando para a posição dos motores, verifica-se que estes
não se mantem em uma posição fixa, onde o Motor 1 varia
positivamente, e o Motor 2 negativamente.

O mesmo comportamento de os motores não conseguirem
manter-se em uma posição fixa, é visto em todos os demais
testes, com outros ganhos e outras cargas. A partir deste
comportamento, constata-se que a maior parte das oscilações
presentes no resultados, é devido ao fato de os motores não
pararem de oscilar.

O motivo de os motores ficarem oscilando, se dá
predominantemente a circunstância de que os encoders
utilizados só conseguem medir posições de valores inteiros,
criando uma zona morta de posição dos motores. Outro fator
que influência nesta oscilação, são os atritos desconhecidos que
existem tanto no motor quanto na redução, além do próprio
momento de inércia dos motores que é desconhecido.

Porém, como pôde ser visto, o objetivo de manter a
impedância controlada em regime permanente, ficou variando
próximo do valor de referência, independente da posição dos
motores ser estável ou não.

Fig. 15. Sinal do controlador de impedância e posição dos motores:
Teste 1.

Para o segundo teste, manteve-se os ganhos dos
controladores, porém, aumentou-se a o peso da carga utilizada
no teste, para um valor de 607 g. A carga é aplicada a ponta do
eixo em 0,4 segundos, e retirada em 1,8 segundos.

Nos resultados do segundo teste, verifica-se novamente o
mesmo comportamento do primeiro teste em relação a posição
dos motores, porém desta vez, o Motor 2 ficou fixo em -1º, e
apenas o Motor 1 ficou variando sua posição angular. Como
pode-se ver, a posição θ teve uma variação maior, devido ao
maior peso, porém, mesmo assim, a impedância da junta ainda
conseguiu se manter próxima a referência, embora tenha muito
ruı́do. Novamente o sinal de controle diminui sua variação
quando a carga é aplicada.

Constata-se com os Teste 1 e Teste 2 que mesmo com uma
carga maior, a impedância varia dentre os mesmos valores,
comprovando que o controlador se comporta igualmente para
diversas cargas.
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O terceiro teste é realizado da mesma forma que o primeiro,
porém, desta vez, os ganhos do controlador de impedância são
alterados para Kp = 0,3 e Ti = 0,2 s. A carga é a mesma de
237 g, sendo aplicada em 0,5 segundos e retirada próximo de
2,5 segundos.

Fig. 16. Ângulo θ e impedância: Teste 2.

Fig. 17. Sinal do controlador de impedância e posição dos motores:
Teste 2.

Novamente, o comportamento oscilatório da posição angular
dos motores se repete, porém desta vez, o sinal de controle não
diminui sua oscilação quando a carga é aplicada. A impedância
fica oscilando em torno de -0,002594 Nm3/rad2, ou seja, está
com um pequeno erro de 0,15%. Verifica-se também, que a
posição da junta está parecida com a do Teste 1, o que era
esperado devido ter-se utilizado a mesma carga e a impedância
estar em um valor parecido.

No quarto teste, o mesmo procedimento se repetiu, com
a mesma carga, mas alterando os ganhos do controlador de

impedância para Kp = 30 e Ti = 20 s. A carga é a mesma de 237
g, sendo aplicada próximo de 0,7 segundos e retirada próximo
de 4 segundos.

Outra vez, o comportamento oscilatório da posição angular
dos motores se repete, e neste caso, após 3 segundos, o Motor 2
para de oscilar se mantendo em -5º. Em virtude disto, o sinal de
controle é bem oscilatório, e não diminui sua oscilação quando
a carga é aplicada. A impedância fica oscilando em torno de
-0,002592 Nm3/rad2 quando a carga é aplicada, o que produz
um erro de 0,08%. Verifica-se novamente que a posição da junta
está parecida com a dos testes 1 e 3, próxima de -10º.

Fig. 18. Ângulo θ e impedância: Teste 3.

Fig. 19. Sinal do controlador de impedância e posição dos motores:
Teste 3.

Constata-se que entre o Teste 1, Teste 3 e Teste 4, o que teve
pior resultado foi o Teste 1, devido a ser o que teve maior erro na
impedância em relação a impedância de referência, e o único que
apresentou sobrepasso. Já o Teste 4, foi o que teve o menor erro
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na impedância, o que se deve ao fato de ter-se aproximado da
origem o zero inserido pelo controlador PI, deixando o sistema
de controle mais rápido.

No quinto teste, é comparado o comportamento da
impedância dos testes 1, 3 e 4, com um teste sem o controlador
de impedância, apenas mantendo o controlador de posição, e
deixando a referência dos motores em 0º, para que a impedância
seja a inicial.

Fig. 20. Ângulo θ e impedância: Teste 4.

Fig. 21. Sinal do controlador de impedância e posição dos motores:
Teste 4.

Conforme a Figura 22, pode-se visualizar que para os Teste 1,
Teste 3 e Teste 4, a impedância conseguiu se manter controlada
próximo ao valor de referência, já para o caso sem controle,
ela foi alterada quando a carga foi aplicada próximo de 0,4
segundos, percebe-se que iniciou-se uma oscilação, pois o
peso fez os motores se moverem, e ao tentar retornar, ficaram
oscilando, e que essa oscilação não foi em torno da impedância

inicial deste gráfico, o que mostra que a referência não foi
seguida. Quando a carga é retirada, próximo de 1,6 segundos,
a impedância volta ao seu valor inicial.

O gráfico da impedância sem controlador de impedância
também comprova que os motores que geram todo o ruı́do
presente nos resultados, pois nos momentos que os motores
estão em zero, quase nenhum ruı́do aparece, apenas o ruı́do das
conexões elétricas.

Fig. 22. Comparação entre ganhos com uma carga de 237 g aplicada a
ponta do eixo da junta.

V. CONCLUSÃO

Para o projeto de um controlador de impedância de uma
junta robótica em configuração antagônica, primeiramente deve-
se modelar matematicamente a junta em sua configuração
escolhida, para que toda a dinâmica do sistema seja exposta, e de
acordo com as especificações do protótipo, o sistema de controle
possa ser desenvolvido.

Neste trabalho, a modelagem matemática foi realizada através
da Equação de Lagrange, chegando-se no modelo em espaço
de estados, e o convertendo para funções de transferência, para
que o sistema de controle pudesse ser projetado por métodos
clássicos de controle, que neste caso foi o método de Lugar
Geométrico das Raı́zes (LGR).

Um dos critérios para que seja possı́vel controlar a
impedância de uma junta em configuração antagônica, é o de
que essa possa ser alterada de maneira não linear, o que leva
a ser utilizado um elemento elástico com caracterı́sticas de
deformação exponencial, conhecido como SAT.

Com o sistema de controle projetado e discretizado, e com
o protótipo montado, testes práticos foram empregados para
comprovar a eficácia do controle de impedância. Os testes
comprovam que é possı́vel realizar o controle de impedância de
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acordo com o protótipo montado.
Como dificuldades encontradas, destaca-se os encoders

utilizados, cuja resolução se mostrou baixa para este projeto,
lendo apenas posições angulares de valor inteiro, o que fez
com que para conseguir manter o sinal de controle, os motores
ficassem variando a posição, o que fez com que surgisse muito
ruı́do no sistema.

Outra dificuldade encontrada foi o torque máximo dos
motores utilizados, o qual para poder variar mais a impedância,
deveria ser maior.

Para a continuidade do trabalho, sugere-se que sejam
utilizados encoders com maior resolução, e motores com maior
torque. Caso seja optado por utilizar os mesmos motores, pode-
se trocar os elementos elásticos por outros com menor rigidez,
ou até mesmo com a resposta de força/deformação que não seja
exponencial, desde que esta seja não linear.

Outra sugestão, é a de melhorar a modelagem matemática
do sistema, cuja possui diversos atritos que não foram
considerados, além de momentos de inércia que neste caso
foram escolhidos, mas que com um estudo mais aprofundado, e
equipamentos adequados, poderiam ser calculados. Além disso,
a implementação de um filtro de Kalman discreto, possibilita que
o sistema de controle possa ser projetado por métodos modernos.
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Ministério da Educação
Secretaria de Educação Profissional e Tecnológica

INSTITUTO FEDERAL DE SANTA CATARINA

Instituto Instituto Federal de Santa Catarina – Jaraguá do Sul (RAU)
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