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RESUMO

Na Engenharia Civil a viga é um dos elementos estruturais mais estudados, sendo
qgue as duas principais teorias que explicam seus movimentos sdo: Teoria de Euler-
Bernoulli e a Teoria de Timoshenko. A principal diferenca entre as teorias € a
consideracdo das deformacdes por cisalhamento abordada pela teoria de
Timoshenko. Sabe-se que, atualmente, o rigor exigido na solugcdo de fendmenos
fisicos implica necessariamente na agilidade e viabilidade de obtencdo de uma
solucdo, com isso as técnicas numéricas sdo uma boa ferramenta para tal objetivo.
Logo, neste trabalho foi aplicado o Método das Diferencas Finitas, o qual € uma
solucdo numérica, nas equac0Oes diferenciais resultantes das teorias da viga. Com
isso, foi desenvolvido um algoritmo que tenha como resultado a linha elastica da viga,
tanto de Timoshenko, como a de Euler Bernoulli. Os resultados gerados pelos
algoritmos do MDF foram comparados e validados com solu¢des analiticas, de forma
a medir a convergéncia dessas solucfes. Além disso, foi comparado os valores da
deflexdo da viga de ambas as teorias, analisando parametros como relacao de vao e
altura, carregamento e modulo de elasticidade da viga. Como resultados, encontrou-
se uma maior divergéncia entre o modelo de Euler-Bernoulli e Timoshenko para vigas
com baixa razao entre vao e a altura, devido aos efeitos de cisalhamento. Os fatores
carregamento e médulo de elasticidade néo tornaram a atuacéo do cisalhamento mais
expressiva.

Palavras-chave: Viga. Método das Diferencas Finitas. Teoria de Euler-Bernoulli.
Teoria de Timoshenko. Algoritmo.



ABSTRACT

The Beam is one of the most studied structural elements in Civil Engineering, and the
main theories that explain their movements are: Theory of Euler-Bernoulli and Theory
of Timoshenko. The main difference between these theories is the shear deformation
considered by the Theory of Timoshenko. It is known that, now a days, the rigorous
requirement of the solution of physical phenomena necessarily implies the agility and
viability for obtaining a solution, thereby the numerical techniques are a good tool for
reaching this goal. In this study, a numerical method called Finite Difference Method
(FDM) was applied to the beam deflection differential equations. Therewith, it was
developed an algorithm which the results are the elastic line of the
beam, for Timoshenko and for Euler-Bernoulli. The results generated by the FDM
algorithm were compared and validated with analytical solution, in order to measure
the convergence of these solutions. The values of beam deflections obtained by the
both theories were compared, and parameters such as length-height ratio, the load
and the elasticity of the beam were analyzed. It was observed that a greater divergence
between the model of Euler-Bernoulli and Timoshenko occurred when a low length-
height beam ratio was analyzed, due to shear effects. Changing other factors, such as
loads and modulus of elasticity, didn’t make the shear effect more expressive on the
deflection values.

Key words: Beam. Finite Differences Method. Theory of Euler-Bernoulli. Theory of
Timoshenko. Algorithm.
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1 INTRODUCAO

Na Engenharia Civil, a viga € um dos elementos estruturais mais
importantes, sendo necessario 0 conhecimento de suas propriedades e
comportamento. No estudo desse comportamento, depara-se com expressoes
matematicas ou equacdes diferenciais necessarias para a analise e busca das
respostas (SOUZA; CRUZ, 2018).

Atualmente, o rigor exigido na solucédo de fendbmenos fisicos de interesse a
engenharia implica necessariamente na agilidade de obtencdo de uma solucdo com
precisdo satisfatoria. Em contraposicao aos procedimentos analiticos de solucado, que
apresentam grandes restricbes matematicas para solucfes simples e gerais, quanto
as técnicas experimentais, que envolvem elevado custo e dispéndio de tempo (como
no caso de protétipos e modelos em escala reduzida), as técnicas numéricas sao
efetivamente répidas e flexiveis (ANDRADE; LOEFFLER, 2015).

Os métodos numéricos sdo um veiculo eficiente para o aprendizado do uso
de computadores. E bem sabido que uma forma eficiente de aprender a programar é
realmente escrever um programa de computador. Como 0os métodos numéricos sao,
na maioria das vezes, projetados para a implementacdo em computadores, eles se
mostram ideais para este propésito (CHAPRA; CANALE, 2011).

A utilizacdo de softwares tem facilitado a vida de diversos profissionais e
para o Engenheiro Civil isso ndo é diferente. No entanto, nos cursos de graduacao
tem-se dado pouca importancia ao estudo dos métodos numéricos, que levam as
respostas as questdes necessarias ao exercicio da profissdo. Apesar de ndo ser o
foco do curso, esse conhecimento € cada vez mais necessario e fundamental para o

profissional no mundo em que a dependéncia de softwares € uma realidade.

O Método das Diferencas Finitas, o qual € uma solucdo numeérica,
possibilita ao profissional trabalhar com situacées complexas, além disso € um dos
métodos mais simples em relagédo a outros, como método dos elementos finitos e o
método dos residuos ponderados (DEUS et al, 2010, p.10)

Para o célculo da deformacdo da viga, existem diferentes teorias que
explicam tal comportamento, entre elas destacam-se duas: Timoshenko e Euler-

Bernoulli. A diferenca entre ambas é que a de Euler-Bernoulli leva em consideragéo
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apenas o0 movimento de translacdo que ocorre durante a flexdo e a de Timoshenko
também aborda conceitos de cisalhamento e a inércia rotatoria.

Com o intuito de efetuar analise comparativa dos modelos de vigas de
Timoshenko e de Euler-Bernoulli e também aprender mais sobre as solucdes
numeéricas e linguagem computacional, neste trabalho foi elaborado um programa, na
linguagem computacional do Octave, que calcula a deflexdo de vigas de ambas as

teorias, empregando o Método das diferencas Finitas.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo geral

O objetivo deste trabalho é analisar o comportamento elastico dos modelos

de vigas de Timoshenko e Euler-Bernoulli sob uma visdo numérica e analitica.

1.1.2 Obijetivos especificos

a) Rever os principais conceitos do comportamento elastico de vigas;

b) Aplicar o Método das Diferencas Finitas nas equacfes governantes das
vigas;

c) Elaborar algoritmos com a linguagem computacional OCTAVE, que tenham
como resultado a linha elastica da viga;

d) Demonstrar a diferenca entre a Teoria de Euler-Bernoulli e de Timoshenko;

e) Analisar a convergéncia do método numérico (Método das diferencas
finitas) e do método analitico;

f) Analisar a convergéncia entre a teoria de viga de Euler-Bernoulli e a de
Timoshenko e verificar em qual situagcéo seria melhor a aplicacdo desta

ultima.
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2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 Vigas

As vigas séo elementos estruturais das edificacdes, que dao sustentacdo a
laje e transferem os esforgcos para os pilares. Além de edificacdes, seu conceito pode
ser utilizado em diversas outras aplicacbes, como por exemplo, hélices de
helicOpteros, asas de avido, trilhos de trens, pontes etc. Elas podem ser de materiais

como madeira, concreto armado e aco, entre outros.

As vigas sdo normalmente sujeitas a cargas dispostas transversalmente ao
eixo, 0 que resultara em esforcos de cisalhamento e flexdo. Quando cargas nao
transversais ao eixo sdo aplicadas ao elemento, surgirdo forcas axiais, 0 que tornara

mais complexa a analise estrutural (PINTO, 2000).

O carregamento de uma viga pode ser carregamento distribuido, forcas
concentradas e momentos, podendo também ser uma combina¢do destes. Segundo
Timoshenko e Gere (1983) as cargas distribuidas sdo caracterizadas pela taxa de
carregamento que é expressa em unidade forca por unidade de comprimento ao longo

do eixo da viga. Essas cargas podem ser tanto uniformes quanto variaveis.

Conforme Jansen (1985), as restricdes aos movimentos de uma estrutura
se dao por meio dos apoios ou vinculos. Os apoios ou vinculos séo classificados em
funcdo do numero de graus de liberdade impedidos. Nos apoios, nas direcées dos

elementos impedidos, surgem as reacdes de apoio. Os trés tipos de apoio séo:

I.  Apoio simples (1° género): Impedem o deslocamento perpendicular
ao plano de apoio, introduzindo uma unica for¢ca nesta direcéo,
permitindo a rotacdo (CAMPANARI, 1985). Ou seja, impede a
translacdo no eixo y. (Figura 1)

Figura 1 — Apoio simples

A

Fonte: Autor
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Il.  Rétula (2° género): Impedem o deslocamento em qualquer
direcao do plano, introduzindo assim uma forga numa diregéo
qualquer, mas permite rotacdo. Ou seja, impede a translacéo

no eixo x e y.

Figura 2 — Roétula

o

Fonte: Autor

Ill.  Engaste (3° género): Impedem qualquer deslocamento ou
rotacdo no plano, assim ele introduz duas componentes de
forca e um momento (CAMPANARI, 1985). Ou seja, impede a

translacéo no eixo x e y e impede a rotagéo em z.

Figura 3 — Engaste

Fonte: Autor

Existe mais de uma teoria que descreve o movimento das vigas, sendo 0s
dois principais a de Euler-Bernoulli e a de Timoshenko. Nos topicos seguintes seréo

explicadas as consideragOes de ambas as teorias.



17

2.1.1 Modelo de Euler-Bernoulli

A teoria mais simples e a mais comumente usada € a de Euler-Bernoulli a
qual adota um campo de deslocamento que implica nas hipoteses de que uma linha
reta e normal a superficie neutra antes da deformacédo da peca, permanecera reta e
normal apos a deformacao desta, implicando ainda no negligenciamento dos efeitos

normais e cisalhantes sobre a estrutura (Silva & Silva, 2010).

Conforme Fleishfresser (2012), a teoria de Euler-Bernoulli analisa apenas
as deformacgdes de uma viga submetida a um carregamento qualquer considerando

apenas o efeito do momento fletor resultante dessas cargas.

Primeiramente € considerado uma viga simplesmente apoiada AB,
representada pela Figura 4. Antes da aplicacdo da carga P, o eixo longitudinal da viga
é reto. Depois da flexdo, o eixo torna-se curvo, como se vé na figura: linha ACB.
Supondo que xy seja um plano de simetria a que todas as cargas estejam nesse plano,
a curva ACB, denominada linha elastica, situa-se nele também (TIMOSHENKO;
GERE, 1983).

Figura 4 — Linha elastica da viga fletida
o

Fonte: Timoshenko e Gere (1983)

Segundo Hibbeler (2006) a equacao da linha elastica, considerando apenas

deflexdes devido a flexao, pode ser expressa por:

£ (1)
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sendo que Y representa a deflexdo no ponto x, M representa 0 momento fletor, E o
modulo de elasticidade do material que compde a viga e | a inércia da secao

transversal. Os sentidos dos sinais positivos considerados estao representados na
Figura 5:

Figura 5 — Convencéo de sinal positivo
+Q
‘mr
+M z T i §+M
+V +V

Fonte: Adaptado de Hibbeler (2010)

Além disso, conforme Timoshenko e Gere (1983), as seguintes equacdes

também sao utilizadas, para calcular-se a rotagao (8), o esforgo cortante (V) e a carga

distribuida (Q), considerando que V = Z—Z eQ = Z—Z :
day 6
- 2
dx EI 2)
a3y _ |74 3)
dx3  EI
av_0 (@)
dx* EI

2.1.2 Modelo de Timoshenko

Timoshenko propds uma teoria de vigas a qual adiciona os efeitos da
distor¢do de cisalhamento e inércia rotatoria ao modelo de Euler-Bernoulli (Costa,
2006).

Conforme citado por Fleischfresser (2012), ocorre que, durante a flexao, as

secdes de uma viga executam ndo somente o movimento de translagdo, mas tambéem
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giram; assim, a rotacdo do eixo de uma viga depende n&do sé da rotagdo associada a
flexdo pura da secdo transversal, mas também do angulo formado com o eixo
horizontal, devido ao cisalhamento. Souza e Mendonc¢a (2008) afirmam que tal
hipotese é verificado em viga sob a acdo de carregamentos quaisquer, principalmente
com moderada relacdo entre o comprimento da viga e a altura de sua secao

transversal.

Timoshenko e Gere (1983) explicam que como as tensdes de cisalhamento
variam ao longo da altura da viga, as secdes transversais tornam-se superficies
curvas. A Figura 6a, representa uma viga de secado transversal retangular, com
comprimento dx, sofrendo apenas as deformacdes devidas ao cisalhamento, sem as
deformacdes decorrentes da flexdo e a acdo do momento fletor que atua no elemento.
A linha mn representa o eixo original da viga e mp mostra a posi¢do do eixo apds a

deformagé&o angular.

Figura 6 — Deformacdes angulares numa viga

" ,ﬁ,;&

e

-

-

(a) (b)

Fonte: Timoshenko e Gere (1983)

Timoshenko e Gere (1983) ainda explicam que, admitindo-se os lados do
elemento, nos pontos m e n, permanecam na vertical, as arestas superior e inferior
ficardo paralelas a linha mp, que faz um angulo y,, com a horizontal. Dividindo a se¢do
em faixas (Figura 6b), cada uma sofrendo cisalhamento puro, consegue-se observar
melhor a deformacéo do elemento. A deformagé&o na faixa 1 € y,, enquanto na faixa 2

e 3 serd menor e na faixa 4 a deformacao deve ser nula, formando &ngulos reto.
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A rotacdo associada a efeito do cisalhamento € representada por y,, € a
rotacao associada a flexao pura é representada por ¢. Entdo, a rotacdo total do eixo
da viga resulta na soma de ambas as contribui¢des, ou seja:

dy

—_ — 5
0 I =@t Yo (5)

A Figura 7 representa um trecho da viga compreendido entre duas sec¢bes
transversais S1 e S2 situadas a uma distancia dx. A viga, apos sofrer deformacéo
devido ao cisalhamento, atinge a posicdo 1. E submetida a rotacdo adicional,

associada a flexao pura, atinge a posicao 2.

Figura 7 — Efeito de cisalhamento associado a flexdo pura

S2
\\ {
— Yo ' [ »>
S | | x
N <p.\\9
\\\ . D posicao 1
.y SN
Yo! .
@ i O
B Sl posicao 2
dx

Fonte: Adaptado de Fleishfresser (2012)

Conforme Fleischfresser (2012), a teoria de vigas de Timoshenko

compartilha das seguintes hipoéteses:

1. O carregamento é suposto atuante sobre o plano xy de simetria da
viga, de maneira a permitir que seu eixo flexionado permaneca
nesse plano.

2. As mudancas de configuracdo do sistema estrutural sao
suficientemente pequenas, a fim de permitir a utilizacdo de relacbes
deformacé&o-deslocamento lineares.

3. O material da viga € homogéneo, isétropo e linearmente elastico.
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4. As tensGes normais no eixo y sdo muito pequenas em relacdo a
tensdo normal no eixo x e, portanto, sdo ignoradas nas relacbes
tensdo-deformacéo.

5. As secdes planas normais para o eixo da viga antes da deformacao
mantém-se planas, porém ndo necessariamente normais ao eixo

depois da deformacéo.

Considerando os mesmo sinais positivos da Figura 5, segundo Antes
(2002), o momento fletor (M) e a forca de cisalhamento (V), podem ser calculados

pelas seguintes equacdes:

de
M= El— (6)
V = kGA (dY ) 7
= o (7)

onde G é o modulo de elasticidade transversal, A € a area da secao e k € o fator de
correcdo ao cisalhamento que depende da forma geométrica da secéo, cujo valor para

secdes retangulares é de 5/6 (Cowper, 1966).

De acordo com Fleischfresser (2012), as equacdes de equilibrio de forcas

e momentos de uma viga submetida a uma carga distribuida Q(x) sera:

av

=0 ®
dM d?o

oy = _fp ™ 9
dx 4 El dx? ©

Assim substituindo as equacgodes (8) e (9) nas equacdes (6) e (7), chega-se

nas equacoes:

de d?Y
d?@

EI— = kGA ( — d—Y) (11)
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Derivando a equacgdo (11) em relacdo a varidvel independente x e

substituindo na equacéo (14), a expressao resultante apenas de ¢(X):

d3o
El — = 12
dx3 ¢ (12)
A partir da equacéo (11) ainda pode-se escrever:
d?o dy
—r_ - )= 13
El dx? kGA ( dx) 0 (13)

Ainda segundo Fleischfresser (2012), as equacdes (12) e (13) constituem
as chamadas equacdes governantes do problema estéatico para o caso de aplicacédo
de uma carga uniformemente distribuida. Quando existe uma carga concentrada P
aplicada em um ponto situado a uma distancia X da extremidade esquerda da viga,

sao consideradas as equacdes diferenciais (7) e (9).

2.2 Métodos numéricos

Equacdes diferenciais ordinarias (EDOSs) e parciais (EDPs) aparecem em
inUmeros problemas da fisica-matematica. Em especial, na area da engenharia, todo
calculo um pouco mais elaborado normalmente recai em uma equacgéo diferencial.
Poucas equacdes diferenciais tém solucdo analitica possivel ou viavel, assim o0s
métodos numeéricos sao uma ferramenta de extrema eficiéncia para a solucéao.
(FRANCO, 2011, pg 2)

Os métodos numéricos sao técnicos pelas quais os problemas matematicos
sdo formulados de modo que possam ser resolvidos com operacfes aritméticas.
Embora existam muitos tipos de métodos numéricos, eles tém uma caracteristica em
comum: invariavelmente envolvem grande nimero de célculos aritméticos (CHAPRA,;
CANALE, 2011)

A resolucdo de métodos numeéricos envolve varias fases que podem ser

estruturadas conforme a Figura 8.
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Figura 8 — Sequéncia de uma solu¢do numérica

Problema Levantamento de !
Real Dados J
L |
¥
C“‘%?W Escolha do Implementagao
Mode Método Numérico |—+ Computacional
M " Adequado deste Método
Se Necessério:
Anélise dos Reformular o Modelo
Resultados Matemtico e/ou
Obtidos Escolher Novo Método
Numérico

Fonte: Ruggiero e Lopes (1996)

Segundo Ruggiero e Lopes (1986), ndo € raro de acontecer que 0S
resultados finais estejam distantes do que se esperaria obter, ainda que todas as fases
de resolucdo tenham sido realizadas corretamente. Os resultados obtidos também
dependem da precisdo dos dados de entrada, da forma como estes dados séo

representados no computador e das operacdes numéricas efetuadas.

Os métodos numéricos praticamente nao apresentam restricdes e
oferecem atrativas vantagens como: baixo custo, alta velocidade, informacbes

completas e facilidade em simular condi¢Bes realisticas (FRANCO, 2011).

Dentre os métodos numéricos disponiveis, existem: Método das diferencas
finitas (MDF), Método dos Volumes Finitos (MVF), Método dos Elementos Finitos
(MEF), Método dos Elementos de Contorno (MEC), dentre outros.

Neste trabalho sera utilizado o Método das Diferencas finitas, o qual sera

explicado no tépico a seguir.

2.2.1 Método das Diferencas Finitas

De acordo com Timoshenko e Gere (1983), o método das diferencas finitas
€ numérico e pode ser usado na determinagdo de deformacgéo de vigas. A base do

meétodo € substituir a equacéo diferencial elastica pelas aproximacgdes em diferencas
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finitas e, em seguida, resolver algebricamente as equagOes obtidas em diversos
pontos, ao longo do comprimento da viga. As solucdes das equagOes sdo valores

aproximados das deflexdes nos diferentes pontos.

Timoshenko e Gere (1983) explicam o método através da Figura 9. Ou seja,
0 método consiste em considerar uma funcao geral f(x), subdividir em n subintervalos
espagados igualmente com uma distancia Ax, com os pontos numerados da esquerda
para a direita. As ordenadas da curva nesses pontos sao caracterizadas por indices
correspondentes aos numeros dos pontos. Por exemplo, nos pontos i-2, i-1, i, i+1, etc.,

as ordenadas sao y;_,, yi—1, Vi, Vi+1, €tc., respectivamente.

Figura 9 — Método das diferencas finitas

¥

C — ¥ = f(x)
‘4.--"""[—'—

Yz | ¥i-i | W Yiel | Xigz

o i-2 =1 i i1 i+2 x
AX|AX|AX P.JE

e

Fonte: Adpatado de Timoshenko e Gere (1983)

Uma derivada parcial pode ser sincretizada através do truncamento da
série de Taylor. A série de Taylor para P(x+Ax) € dada por (Araujo, 2009):

dP(x)Ax+d2P(x)(Ax)2 d*P(x) (Ax)*  dCDfAx)"

Ple+Ax) = PO + dx dxz 2! dx3 3! T dx®mD(n — 1) (14)

Usando a mesma série para P(x-Ax) tem-se:

P, d’P(x) (Ax)*  d*P(x) (Ax)° d@Vf(Ax)"?

Pl =) = PG~ =g ot o a3 VT e - (19)

Subtraindo a equacéo (14) da equacéo (15), e desprezando os termos de

ordens superiores a um tem-se:
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dP(x) _ P(x + Ax) — P(x — Ax) (16)

dx 2(Ax)

A equacdo (16) é conhecida como diferencial central, ha também a
diferencial para frente e a diferencial para tras (SILVA & PEDROSO, 2005). Sabe-se
que a diferencial central tem melhor acuracia para solucdo exata (SILVA S. , 2008),

por isso ndo serdo mostradas as demais diferenciais.
Para obter-se a derivada segunda, deve-se somar a equacdo (14) e a

equacdao (15) e desprezar os termos de ordens superiores a dois, logo tem-se:

d’P(x)  P(x+Ax) —2P(x) + P(x — Ax)
dx? (Ax)?

17)

A terceira derivada pode ser obtida através da equacado (16), chamando

d?P(x)
dx? '

P(x) de resultando em:

d3P(x) _ P(x+2Ax) — 2P(x + Ax) + 2P(x — Ax) — P(x — 2Ax)

dx3 2(Ax)3 (18)

A quarta derivada pode ser obtida através da equacao (17), chamando P(x)

d?P(x)
dx? '’

de obtendo:

0*P(x)  P(x +2Ax) — 4P(x + Ax) + 6P(x) — 4P(x — Ax) + P(x — 2Ax)
oxt (Ax)*

(19)

Fazendo com que Y=f(x) e usando a notac¢ao inicial tem-se as equacodes
(16), (17), (18) e (19) tem-se respectivamente:

aY Yiein =Yg

—) = 2 = 20
<6x)l- Z(AX) ( )

dz_Y _ Yi+1 - 2Yl + Yi—l (21)

dx? ; (Ax)?

IS

1 _ Yiio =21 +2Y 4 — Yy (22)
dx3 ; 2(Ax)3
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d4_Y _ Yiio =4V + 6V, —4Y, 1+ Y, (23)
dx* i (Ax)*

Ou fazendo com que = f(x), tem-se:
acp) Pit1 — Qi-1
—r) = er v 24
d*Q\ _ Qir1—20i + @iy (25)
dx? l (Ax)?
d3_<P _ Piv2 — 2041+ 201 — @i (26)
dx3 ; 2(Ax)3
d*Q\ _ Pivz —4Pis1 + 6Q; — 49i1 + iz 27)
dx* ; (Ax)*

2.3 Linguagem de programacao

Existem diversos tipos de linguagens de programacao, entre elas: Java, C,
C++, Python, JavaScript, Matlab/Octave, etc.

Matlab e Octave sdo programas com grande similaridade com relacdo a
linguagem que utilizam. De acordo com Almeida Neto e Nascimento (2011), o primeiro
desses programas € um software desenvolvido pela MathWorks, largamente utilizados
em processamento numerico intensivo, enquanto o Octave € um software livre, usado

para a mesma finalidade.

Segundo Teixeira (2010) o Octave surgiu por volta de 1988, com o
propasito de ser um software de apoio a um livro de graduacdo em projetos de reator
quimico, escrito por James B. Rawlings da Universidade de Wisconsin-Madison e
John G. Ekerdt da Universidade do Texas.

Atualmente, o Octave é muito mais do que apenas um pacote para um
curso com utilidades que vao além da sala de aula. Embora o objetivo inicial fosse um
pouco vago, sabiam que queriam criar algo que permitisse aos alunos resolver

problemas reais, e pudessem usa-lo para diversos outros propoésitos além de projetos
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relacionados a reator quimico. Hoje, milhares de pessoas no mundo usam Octave no
ensino, na pesquisa e em aplicagbes comerciais. (TEIXEIRA, 2010)

O Octave é um programa de linguagem aberta, ou seja, muitas pessoas
contribuem com sentencas de comando que sdo adicionados as versdes em fase de
teste (TEIXEIRA, 2005).

Conforme Teixeira (2010) o programa Octave possui inimeras quantidade
de ferramenta para a resolucéo de problemas de algebra linear, encontra as raizes de

equacdes nao lineares, integra funcdes ordinarias e equacdes diferenciais algébricas.

Figura 10 — Interface grafica do Octave

3 oo tnemy e Aves Gné Actoscale

GNU Octave

ezs r

anels de Comanden | Dditor

Fonte: Junior (2017)

Algumas das operacdes/comandos que existem no Octave e que serao

utilizadas para a elaboracao do algoritmo, estdo listadas na Tabela 1.

Tabela 1 — Operacgdes utilizadas no Octave

Comando Descricao

+ Adicdo
- Subtracao

* Multiplicac&o
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Comando Descricao
/ou\ Diviséo
n Potencializagéo
> Maior
< Menor
>= Maior ou igual
<= Menor ou igual
== Testa se as variaveis tem conteldos iguais
~= Testa se as variaveis sao diferentes
&& Operacao E logica
[l Operacao OU logica
input Permite requisitar fornecimento de dados pelo teclado
abs(x) Valor absoluto ou médulo de um namero complexo
If Condiciona
Else Usado com o comando if
For Repete comandos por um nimero de vezes especificados
While Repete comandos enquanto condi¢do especificada for verdadeira
zeros(m,n) Matriz nula
plot Plotar linear
xlabel Permite que o eixo das abscissas do grafico seja identificado
ylabel Permite que o eixo das ordenadas do grafico seja identificado
Title Inclui um titulo ao grafico
Hold on Plotar duas fungdes no mesmo gréfico

Fonte: Autor.

Para formar matrizes, os elementos de cada linha sdo separados por

espacos em branco ou virgulas e as colunas separadas por ponto e virgula,

colocando-se colchetes em volta do grupo de elementos que formam a matriz com

0 objetivo de limita-la
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3 METODOS

Nesta etapa do trabalho serd demonstrado a aplicacdo do Método das
Diferencas Finitas nas equacdes governantes da viga, tanto no modelo de

Timoshenko como no de Euler-Bernoulli.

Para fins de comparacéo, serdo desenvolvidas também soluc¢des analiticas

para que se possa analisar a convergéncia deste método com a solugao numérica.

As caracteristicas das vigas analisadas serdo apresentados no item 3.1. As
variacfes dos parametros definidos neste item servirdo para verificar a convergéncia
em tais situacdes do modelo de viga Euler-Bernoulli e de Timoshenko. Assim, sera
possivel definir a relacdo dos parametros no qual seria mais seguro a aplicacao da

teoria de Timoshenko, o qual representa 0 movimento real da viga.

No item 3.2 serdo apresentados as condi¢des de contorno e como elas sao
desenvolvidas para a aplicacdo no método das diferencas finitas. As solucdes

analiticas e numéricas serdo apresentados nos itens 3.3 e 3.4 respectivamente.

No ultimo tépico deste capitulo sera apresentado como foi elaborado o
algoritmo, o qual sera desenvolvido com a linguagem computacional OCTAVE, e que

tera como resultado final a linha elastica da viga.

3.1 Vigas analisadas

Como ja mencionado previamente, serdo analisadas tanto vigas para o
modelo de Euler-Bernoulli como a do modelo de Timoshenko. Foram analisadas com
vigas do tipo bi-apoiada e viga esgastada-livre com carregamento distribuido para

ambas as teorias.



Figura 11 — Vigas analisadas

Maodelo de
Euler- Bermoli
Bi-apoiada E“gﬁ-}:da-
Camegamenio Camegamento
distribuido dist?iml‘do
Modelo de
Timashenko
Bi-apoiada Engﬁ.s:: e
I !
Camegamento Camegamento
distribuido distﬁbul‘dn:r

Fonte: Autor

As vigas serdo sempre retangulares, com uma base b e um altura h. Para
avaliar a convergéncia entre o método numérico e as solucfes analiticas, supdem-se

fixo as propriedades e as caracteristicas da viga, conforme mostra a Tabela 2.

Tabela 2 — Caracteristicas e propriedades das vigas analisadas.

Viga E (kN/m?) Q (Kn/m?) L (m) k G (kN/ m2) h (cm) b (cm)

1 205.000.000 1.000 3,0 0,833 78.864.153 50 50

Fonte: Autor

Em seguida, para cada tipo de viga sera analisado secdes transversais
diferentes, de modo a medir a diferenca entre o método de Euler Bernoulli e de
Timoshenko. Iniciara com uma viga mais esbelta até uma viga mais robusta. Com
relacdo a Tabela 2, sera variado apenas a altura da viga (h), o restante das

caracteristicas sera mantida, com o objetivo de poder comparar a relagéo L/h
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Tabela 3 — Tipos de secdes analisadas

Viga b(cm) h(cm) Area(m?) Inércia(m%

1 20 30 0,06 0,00045
2 20 60 0,12 0,00360
3 20 90 0,18 0,01215
4 20 120 0,24 0,0288

Fonte: Autor

A fim de verificar se existe outro parametro que torne a hipétese de
Timoshenko mais expressiva que a teoria de Euler-Bernoulli, também sera variado o
carregamento distribuido(Tabela 4), sendo mantido as demais propriedades e
caracteristicas constantes. Por fim, é variado o moddulo de elasticidade e
consequentemente o modulo de elasticidades transversais (Tabela 5), também

mantendo as demais caracteristicas e propriedades constantes, conforme Tabela 2.

Tabela 4 — Tipos de carregamentos analisados

Viga Q (KN/m2)

1 30
2 40
3 50

Fonte: Autor

Tabela 5 — Médulos de elasticidades analisados

Viga E (kN/m?) G (KN/ m?)
1 205.000.000 78.846.153
2 100.000.000 38.461.538
3 50.000.000 19.230.769

Fonte: Autor
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3.2 CondicOes de contorno

As condi¢ces de contorno no método das diferencas finitas tém a funcéo
de diminuir o nimero de varidveis no sistema de equacdes, através de valores
conhecidos naquele ponto da viga, e/ou relacionar pontos fora da viga (nos artificiais
da malha de diferencas finitas) a pontos no seu interior, levando sempre a um sistema

possivel determinado para problemas estaticos (Silva & Soares, 2011).

A seguir serao apresentadas as condi¢bes de contorno para o modelo de
Euler-Bernoulli e Timoshenko para cada condigao de apoio.

3.2.1 Modelo de Euler-Bernoulli

e Condi¢cbes no Engaste

A imagem a seguir representa a viga com o extremo engastado e 0s pontos

que representam Y;, Yi1 € 0 ponto Yis1.

Figura 12 — Viga com extremo engastado

i -1 i i+ 1

Fonte: Autor.

No engaste a flecha é igual a zero, logo tem-se que:

(28)

Além disso, no engaste a rotacdo também € igual a zero. Inicialmente tem-

se as igualdades a seguir:
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(dY) Y=Yy
dx);  2(Ax)

Igualando ambas as equacdes, conclui-se que:

Vier =Y (29)

1
s 0~ [T =7

e Condi¢cbes no Extremo Apoiado

A imagem a seguir representa a viga com o extremo apoiado e 0s pontos

que representam Yi, Yi1, Yi+1, Yiz € 0 ponto Yis.

Figura 13 — Viga com extremo apoiado do 2° género.

o o ] <

-

i-2 i - 1 i i +1 i+

Fonte: Autor.

O extremo apoiado, podendo ser um apoio do primeiro ou segundo género,
possui tanto a flecha igual a zero e 0 momento na posicdo do apoio também igual a

zero.
A flecha igual a zero, resulta em:

v=0-|Y =0 (30)

E visto que o0 momento na posicdo do apoio é igual a zero, tem-se

inicialmente as duas igualdades a sequir:
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d?y _ 0
dx2

d’Y\ Y —2Yi+Y
dx? ) B (Ax)?

Igualando ambas e sabendo, obtém-se:

Yip1—2x0+Y, ;=0

Yigr = _Yi—1—| (31)

e Condi¢cbes no Extremo Livre

A imagem a seguir representa a viga com o extremo livre e 0s pontos que

representam Yi, Yi1, Yi+1, Yiz € 0 ponto Yis.

Figura 14 — Viga com extremo livre

i-2 -1 i i +1 +2

Fonte: Autor.

Na extremidade livre, o momento € igual a zero, assim como no

simplesmente apoiado, logo:

M d*
El  d?x

O termo do MDF a ser substituido na equacéo acima é:

d’y _ Y 2Vt Vi,
dx? ; (Ax)?

Logo, resulta a expressao:
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Vi =2V +Y 1 =0

| Yip1 =2Y; — Yi—ll— (32)

Além disso, o cortante no extremo livre é igual a zero. Entdo, iguala-se a

equacao (3) a zero:

-V _d%
El  dx3

A aproximacao do MDF a ser substituido na equacgéo acima é:

PV _ Vg = 2is + 2%y — Vi,
dx3 ; 2(Ax)3

Logo, tem-se que:

Yiio =2V +2Y 1 - Y, ~ 0
2(Ax)3

[Yiez = 2Yip1 +2Yi = Y, = 0] (33)

3.2.2 Modelo de Timoshenko

e Condi¢cbes no Engaste

No engaste (Figura 12) tanto o deslocamento quanto a rotacdo sao zeros.

Assim, tem-se:

v=0-]Y; =0 (34)
¢ =0-[p;=0] (35)

e Condigbes no Extremo Apoiado

O extremo apoiado (Figura 13), tanto do primeiro e segundo género, possui
momento e deslocamento igual a zero. O momento é representado pela equacéo (6),

conforme abaixo:
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de
M =E[—
dx

Substituindo a derivada parcial pela aproximacéo do MDF, tem-se:

M @iy — @iq

El ~ 2(Ax) (36)
Entdo considerando que o momento € nulo, obtém-se:
0= Pi+1 — Pi-1
2(Ax)
[Pi+1 = @ 1] (37)

E visto que o deslocamento é igual a zero, tem-se a mesma equacao de

contorno que no engaste, que é:

v=0-|¥%=0] (38)

e Condi¢cbes no Extremo Livre

Na extremidade livre (Figura 14), tanto o momento e o esfor¢o cortante sao
nulos. As equacdes que demonstram essas propriedades sé&o as equacgodes (6) e (7),
representadas abaixo:

de
M =E]l—
dx
V = kGA (dY )
N dx

Substituindo a derivada parcial da equacdo (6) pela aproximacdo da

diferenca finita, tem-se:

M _ Qi1 = Pia (39)
El 2(Ax)

Entdo considerando que o momento € nulo, obtém-se:
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0= Qi+1 — Pi—1
2(Ax)

@0

E substituindo a derivada parciais da equacédo (7) pela aproximacéo das

diferencas finitas, tem-se:

dy (41)
V =kGA (— - )

dx

Lembrando que o cortante no extremo apoiado € igual a zero, logo:

=
0 = kGA (”— — )

200 ?

Yis1 = Yios = 2000 @] (42)

3.3 Solucgdes analiticas

As vigas analisadas, tanto do modelo Euler-Bernoulli e do modelo de

Timoshenko, serdo calculadas a seguir pelo método analitico.

Para a obtencdo da linha elastica serdo utilizadas as equacdes ja
mencionadas nos tépicos 2.1.1 e 2.1.2 e seré feito a integracdo sucessivas dessas
equacdes diferenciais. Apos a integracao, havera as ‘constantes de integragao’, que

serdo obtidas através das condi¢des de contorno.

3.3.1 Modelo de Euler-Bernoulli

Viga Simplesmente Apoiada Com Carregamento Distribuido:

A viga de estudo é uma viga de comprimento L, bi-apoiada, com carga
uniformemente distribuida Q(x), e supdem-se um maédulo de elastidade E e momento

de inércia I.
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Figura 15 — Viga Bi apoiada com carregamento distribuido

Q(X)

. . A

Fonte: Autor.

A equacéo diferencial abaixo rege o comportamento o deslocamento desta

viga.
d*y _ Q
dx* EI

Integrando sucessivamente esta equacao, tem-se:

d3Y _ (QX + Cl)

43
dx3 EI (43)
d?y 1 (Qx?
— = — 44
Tx2 EI( > +c1x+cz> (44)
day 4 (Qx3 ¢ x?
- 45
dx EI<6 + > +cx + 3 (45)

Y

1 /0x* c;x3 c,x?
=E<Q24 + 16 + 22 +63x+c4> (46)

O deslocamento e 0 momento sao nulos em apoios do primeiro e segundo
género, ou seja:

2

. azy
Momento igual a zero — — =0

. Parax=0 {
Deslocamento igual a zero— Y =0

d%y

Momento é igual a zero — =

. Parax=L {
Deslocamento igual a zero— Y =0
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Assim, introduzindo essas condi¢des nas equagodes integradas, resulta em

coeficientes iguais a:

oL (47)
Cl = _7

C = 0 (48)
C3 = E

Cy = 0 (50)

Logo, a equacdo que expressa o0 deslocamento ao longo da viga bi-apoiada

com carregamento distribuido é:

_Q(x* = 2Lx® + LPx)

Y 24E1

(51)

Viga Engastada em um Extremo e Livre no Outro Com Carregamento
Distribuido:

A viga de estudo é uma viga de comprimento L, na qual na sua extremidade
esquerda (x=0) possui um engaste e na extremidade direita (x=L) possui extremo livre.
Além disso a viga possui modulo de elastidade E e momento de inércia I. O

carregamento € um carregamento distribuido Q(x) por toda a extensao da viga.

Figura 16 — Viga engastada-livre com carregamento distribuido.

Q(X)

—

L

Fonte: Autor.



A equacdo governante que rege o comportamento da viga é:

d'y _Q
dx* EI

Integrando sucessivamente esta equacéo, tem-se:

a3y  (Qx+cy)

dx3 El

a2y 1 (Qx? tenn

dx2 EI\ 2 Ta*rTa

dy 4 (Qx® N cyx? exd
dx  EI\ 6 p TeXT

Y

1 /Qx* N cyx3 N cyx? .
TEI\24 "6 2 TG

As condi¢des de contorno da viga séo:

A ar
lll. Parax= 0{ Rotagao igual a zero — — =0
Deslocamento igual a zero— Y =0

, . d?y
Momento é igual a zero — =z =

V. Parax =L

3

L. a3y
Cortante € igual a zero — —— =

40

(52)

(53)

(54)

(55)

Logo, aplicando as duas primeiras condicbes de contorno, chega-se em

valores de coeficientes iguais a:
C4_ = 0

C3:0

(56)

(57)

Aplicando as duas ultimas condi¢cdes de contorno, encontra o valor dos

demais coeficientes:

1= —QL

(58)
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<=5
Resultando na equacéo:
Q 4 3 2,2 (60)
Y—24E1(x —4Lx> 4+ 6L%x*)

3.3.2 Modelo de Timoshenko

Viga Simplesmente Apoiada Com Carregamento Distribuido:

Foi adotado uma viga do modelo Timoshenko com carregamento
uniformemente distribuido Q(x), comprimento L e simplesmente apoiada em ambos
0s extremos. Supdem-se um madulo de elasticidade E, momento de inércia |, modulo
de elasticidade transversal G, &rea da sec¢do A um fator de corre¢é@o ao cisalhamento

gue depende da forma geométrica da sec¢do igual a k.

As equacdes diferenciais abaixo regem o comportamento da viga:

3
o_0 (61)
dx3® EI
P kGA< dy) =0 (62)
dx? dx)
Integrando sucessivamente a primeira equacao, resulta em:
d’@  Qx+¢ (63)
dxz2  EI
dx EI\ 2z T4
(65)

1 /0x® c¢x?
¢=—|—+
EI\ 6 2

+ cx + c3>

O momento é nulo nos apoios, ou seja, tanto no ponto de x = 0 como no

ponto x =L, logo:



d x?
M(x)=EId—(£=QT+C1x+c2

Q0?
M(O) :T+C10+ CZ

C2:0

LZ
ML) = Q- +cl+0

qL
2

1 =

Resultando na equacéao da rotacdo da secdo igual a:

10 QLx2+
*=E1\76 4 6

A equacdo (62) pode ser expressa também por:

dy EI \d%g
¢~ (za)

dx kGA) dx?

dx EI\ 6 kGA El

dY 1 [0x® QLx? EI Qx+<_%)
B <g_ 4 C3>_( ) :

wemls o) ) - %)

Integrando a equacéo acima, tém-se que:

1 /0x* QLx3 1 0x? QLx
“ﬁ(ﬁ‘?”ﬂ _<kGA) 2 Tz )t
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(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)

Sabendo que o deslocamento € nulo nos apoios, resulta em coeficientes

iguais a:

o

=2

(76)
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C4_ = 0 (77)
Logo, a expressdo que expressa o deslocamento da viga é:
S I W (78)
Y = 24E1(x —2Lx° + L x)+<2kGA)(—x + Lx)

A primeira parcela representa a contribuigdo do momento fletor. A segunda
parcela de ambas as equacgdes representa a consideracao “extra” de Timoshenko, ou

seja, representa a parte do cortante na qual desloca o eixo da viga.

Viga Engastada em um Extremo e Livre no Outro Com Carregamento
Distribuido:

Tem-se uma viga do modelo Timoshenko com carregamento
uniformemente distribuido Q(x), comprimento L, engastada no extremo esquerdo
(x=0) e com o outro extremo (x=L) livre. Supem-se um moddulo de elasticidade E,
momento de inércia |, médulo de elasticidade transversal G, &rea da secdo A um fator
de corre¢do ao cisalhamento que depende da forma geométrica da secédo igual a k.

3
o _0Q (79)
dx3 EI
El ay kGA( dY) =0 (80)

dx? CTax) T
Integrando sucessivamente a primeira equacao, resulta em:

2
d“@ _ Qx + ¢, (81)
dx? El
dp 1 [(Qx*
A el 82
dx EI(Z +clx+cz> (82)

1 /0x® c¢x?

— (Xt 83

@ E1<6 + 5 + cx +c3 (83)

As condi¢cdes de contorno sao:

I. Parax =0 arotacdo da secao é igual a zero: @ =0
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2

.  Parax =L o cortante é igual a zero: ZT(S =0
Com isso, resulta em:
C3 = 0 (84)
€1 = _QL (85)
Entdo:
2 —
e _0x-0L (86)
dx? El
dp 1 [(Qx*
b A Sl 87
I EI( 5 QLx+cz> (87)
1 (0x® QLx?
——(x* _ 88
0 El( AL (88)
Substituindo a equacéao (86) e (88) na equacao (80), se tem:
Qx — QL 1 /Qx* QLx? dy
RSN Sl — (= _ —— = 89
E1< — ) kGA<E1<6 x| =) =0 (89)
Ou seja:
dY 1 [/Qx® QLx? (Qx — QL)
=== ot 90
dx EI( 6 2 ¥ kGA (%0)
Integrando a equacgéo acima, obtém-se:
1 /0x* QLx® c,x? 1 [/Qx?
— _ _ — 91
Y EI<24 6 T2 ) kea\z “Ux)te &)

Além das condi¢des de contorno mencionada previamente, se tem:

lll. Parax =0 o deslocamento é igual a zero: Y =0

s s d
IV. Parax =L omomento ¢ igual a zero: d—i’ =0

Logo:
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C4_ = 0 (92)
QL?
= 93
2= (93)
Entdo, a equacao governante da linha elastica da viga é:
Y = Qx* (x* — 4Lx + 612) — —— (x% — 2Lx) (94)
24EI 2kGA

A primeira parcela representa a contribuicdo do momento fletor. A segunda
parcela de ambas as equacdes representa a consideracao “extra” de Timoshenko, ou

seja, representa a parte do cortante na qual desloca o eixo da viga.

3.4 Equacionamento numérico

Nesta etapa do trabalho sera aplicado o Método das Diferencas Finitas nas
equacdes diferenciais mencionadas nos topicos 2.1.1 e 2.1.2.

As vigas serdo discretizadas em n nos, igualmente espacados em uma
distancia Ax. Cada no representa um ponto i, sendo que o ponto do primeiro apoio
representa o ponto 1 e o ponto do Gltimo apoio representa o ponto n. Os nos existentes
fora da viga sao obtidos através das condicdes de contorno. A Figura 17 representa a

viga bi apoiada discretizada e a Figura 18 representa a viga engaste-livre.

Figura 17 — Viga Bi Apoiada discretizada

L
CAXx [ Ax Ax CAx Ax | Ax
| 1T 1
ri T T - T T !}—I
(IJ I1 I2 Zli “nw n|—3 nl2 r|1 n-||-1

Fonte: Autor.
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Figura 18 — Viga engaste-livre discretizada.

L
Ax X ]vAx Ax JAY AX]AXIAXI

_n.———
N
W ——————— =
[
n
[
7
%)
3
T
—
O o - ————
=5
F
-
=3
+
N

|
|
|
|
|
l
0

Fonte: Autor.

3.4.1 Modelo de Euler-Bernoulli

Viga Simplesmente Apoiada Com Carregamento Distribuido:

Considera-se uma viga de comprimento L, bi-apoiada, com carga
uniformemente distribuida Q(x), e supdem-se um maddulo de elastidade E e momento

de inércia I.

Figura 19 — Viga Bi apoiada com carregamento distribuido

Q(X)

- . A

Fonte: Autor.

Tendo em vista que se trata de um carregamento distribuido, a equacao da

linha elastica esta representada pela equacgéo (4), demonstrada abaixo:

d*y _ Q
dx* EI
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Entéo para resolver essa solugéo e encontrar a deflexdo dos pontos, aplica-
se 0 Método das Diferencas Finitas, substituindo a derivada acima pela equacao (23):

d'y _ Yo 4V, O -4V, Y,
dx* ; (Ax)*

Resultando em:

Vieg = 4Yur + 6, — 4V + Y,  Q (95)
(Ax)* T EI

Para conseguir resolver os pontos fora da viga, utiliza-se as condi¢des de
contorno explicadas no topico 3.2.1, ou seja, tem-se:

a) Parai=1:
Y, =0 (96)
YVigi=-Y_, - Y, =Y, (97)
b) Para i=n:
Y, =0 (98)
Vo1 = ~Yooq (99)
Supbem-se incialmente uma viga subdividida em 7 ndés, conforme Figura
20.

Figura 20 — Viga Bi apoiada subdividida em 7 nos.

1 2 3 4 5 85 7

Fonte: Autor.

l. Para i=2:

Q(Ax)*

Y4—4‘Y3+6Y2_4‘Y1+Y0= EI




48

Q(Ax)*
EI

Y4_4Y3+6Y2_Y2:

0(Ax)* (100)

EIl

Y4 _4‘Y3 + 5Y2 =

[I. Parai=3:

Q(Ax)*

Y5_4Y4+6Y3_4‘Y2+Y1: EI

Qn)* A

El

YS - 4Y4 + 6Y3 - 4‘Y2 -

1. Parai=4:

Q(Ax)* (102)

Y6_4Y5+6Y4_4Y3+Y2: EI

IV. Parai=5b:

Q(Ax)*
EI

Y, — 4Y 4 6Ys — 4Y, + Y3 =

Q(Ax)* (103)

—4Y + 6Ys — 4Y, + V3 = —

V. Parai=6:

Q(Ax)*
EI

Yo — 4Y, 4+ 6Ys — 4Ys + Y, =

Q(Ax)*
EI

_Y6 + 6Y6 _4Y5 + Y4_ ==

0(bx)* (104)

Colocando essas equagdes em um sistema, obtém-se:
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[Q(Ax)"]
El
Q(ax)*
[s —4 1 0 01[% T
Y.
|—4 6 —4 1 0| 3| ot
1 -4 6 —4 1 ||Yuf= (105)
lo 1 -4 6 —-4||n Bl
lo o 1 -4 slly] |ew
El
Q(ax)*

L E]

Viga Engastada em um Extremo e Livre no Outro Com Carregamento

Distribuido:

A viga de estudo € uma viga de comprimento L, na qual na sua extremidade
esquerda (x=0) possui um engaste e na extremidade direita (x=L) possui extremo livre.
Além disso a viga possui modulo de elastidade E e momento de inércia I. O

carregamento € um carregamento distribuido Q(x) por toda a extensao da viga.

Figura 21 — Viga engastada-livre com carregamento distribuido.

Q(X)

—

L

Fonte: Autor.

A linha eléstica é representada pela equacao (4), que é:

d'vy _ Q

dx* EI

Entdo para resolver essa solugéo e encontrar a deflexdo dos pontos, aplica-

se 0 MDF, substituindo a derivada acima pela equacgéo (23), que é:
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d4_Y _ Yiio =4V + 6V, —4Y, 1+ Y,
dx* i (Ax)*

Resultando em:

Vieg = 4Yur + 6, —4Y_ + Y,  Q (106)

(Ax)* ~EI

No topico 3.2.1 foi demonstrado as condi¢cfes de contorno da viga. A viga
de estudo deste tépico, tem que paraiigual a 1 tem-se a condi¢do de engaste, e para

i igual a n a condicdo de extremo livre.

a) Parai=1, tem-se:

Y; =0 (107)

Yimi=ha->Yh=Y (108)
b) Para i=n, tem-se:

Ypii =2. Y — Yoy (109)

(110)

Yoo = 2.V +2.Y 1 =1 2=0

Supdem-se incialmente uma viga subdividida em 7 nds, conforme Figura
22.

Figura 22 — Viga Engastada-livre subdividida em 7 nos.

2 3 4 56 7
Fonte: Autor.

l. Para i=2:

Q(Ax)*
EI

Y4—4‘Y3+6Y2_4‘Y1+Y0=



Q(Ax)*
EI

Y4_4Y3+6Y2+Y2:

Q(Ax)*
EI

Y4 _4‘Y3 + 7Y2 =

[I. Parai=3:

Q(Ax)*

Y5_4Y4+6Y3_4‘Y2+Y1: EI

Q(Ax)*
EI

YS - 4Y4 + 6Y3 - 4‘Y2 -

1. Parai=4:

Q(Ax)*
EI

Y6_4Y5+6Y4_4Y3+Y2:

IV. Parai=5b:

Q(Ax)*
EI

Y, — 4Y 4 6Ys — 4Y, + Y3 =

V. Para i=6:

Q(Ax)*

Vo — 41, + 6Ys — 4Ys + ¥, = —

Q(Ax)*

2Y7_Y6_4Y7+6Y6_4‘Y5+Y4=

Ax)*
VI. Para i=7:
Q(Ax)*

Y9—4‘Y8+6Y7_4‘Y6+Y5=

EIl

4Y7_4Y6+Y5_4’(2.Y7_Y6)+6Y7_4Y6+Y5:

Q(Ax)*
EI

51

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)



52

Q(Ax)*
4Y; = &Y + Y5 = 8. Y7 + 4Yg + 6, — 45 + Y5 = —
2Y;, —4Yy + 2Ys = QA" o)
Colocando essas equacdes em um sistema matricial, obtém-se:
Q(Ax)"]
El
(7 -4 1 0 0 o0 qf] [9@
—46—4100§3 Bl
-4 6 —4 1 0 ||Ya| [oww
1 -4 6 -4 1%l & (117)

1
1 |
|0 0 -4 -4 5 —2J|y6| o)’
0 2 ly, |
El
QA"
| EI i

3.4.2 Modelo de Timoshenko

Viga Simplesmente Apoiada Com Carregamento Distribuido:

Considera-se uma viga do modelo Timoshenko com carregamento
uniformemente distribuido Q(x), comprimento L e simplesmente apoiada em ambos
0s extremos. Supdem-se um modulo de elasticidade E, momento de inércia I, mddulo
de elasticidade transversal G, &rea da sec¢do A um fator de corre¢éo ao cisalhamento

que depende da forma geométrica da secéo igual a k.

Figura 23 — Viga Bi apoiada com carregamento distribuido

Q(X)

- . A

Fonte: Autor.
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As equacdes (10) e (13) regem os deslocamentos de uma viga de
Timoshenko, submetidas a um carregamento Q(x):

d(p dZY (1a)
d*@ dy (2%)

As aproximacdes das diferencas finitas que serdo substituidas nas
equacbes acima, sdo as equacbes (20), (21), (24) e (25) representadas

respectivamente abaixo:

(6_Y) _ Y-V,
0x/; 2(Ax)

Y -2V + Y
(Ax)?

((’kp) Qiv1— Qi1
i

ax C2(6x)

U

ﬁ _ Pir1 — 29 + @iy
x? (Ax)?

Entdo, substituindo a primeira equacado governante pelas respectivas

aproximacdes das diferencas finitas da equacéo, chega-se a seguinte expressao:

KGA ((Pi+1 — Qi1 Yipg1 —2Y; + Yi—l) )
2(Ax) (Ax)?
Q(Ax)z ) (118)
Ax(Piv1 — @i—1) —2(Yiy1 —2Y; + Y 4) = “RGA 12 equagao

E substituindo as derivadas parciais da segunda equacao governante pelas

aproximacoes, e sabendo que ¢ = ¢;, obtém-se:

@iy — 2¢0; + (Pi—l) ( Yijy1 — Yi—l)
( (Ax)? KGA @i == 00
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Qiy1—2¢9; + (Pi—l) — kGA <2(AX)2(PL' —Ax(Yipq — Yi—1)> —0

2E1 ( 2(Ax)? 2(Ax)?

2E1(@i41 — 29; + @;—1) — kGA(2(8x)*@; — Ax(Yiq — Yi—1)) =0

2E1(@is1 + @i1) — RKGAQAX)? + 4ED) () + kGA(AX)(Yia1 — Yioy) = 0 > 22 equagio (119)
Para conseguir obter um sistema de equacdes possivel, com 0 mesmo
namero de variaveis e de equacgdes, € necessario aplicar as condigbes de contorno.
Assim, para encontrar as equacdes que representam as equacdes das extremidades
e as equacles vizinhas da extremidade, subdividiu-se a viga em 5 nés (2 nos de
extremidades, 2 nds vizinhos ao contorno e 1 n6 intermediario), para facilitar o célculo

e 0 entendimento.

Figura 24 - Viga Bi apoiada subdividida em 5 nés.

Fonte: Autor.

I.  Parai=1(n6 daextremidade):

Substituindo i=1 para o n6 da extremidade esquerda (ponto do apoio), tem-
se:

2Q(4x) (120)

Ax(@z — o) —2(Y; —2Y; +Yy) = %GA

2EI(@ + @) — (2KGA(AX)? + 4ED) (@) + kGA(AX) (Y5 — Yo) = O (121)

Considerando as condi¢des de contorno mencionadas no tépico 3.2.2, tem-

se que para i=1:

P2 = Po (122)

Y, =0 (123)
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Substituindo as equacdes acima na equacao (120), obtém-se:

_Qux*

= 124
0 kGA z (124)

Substituindo as condigcbes de contorno e a equacdo acima na equacao
(121), tem-se:

4EI(@,) — (2kGA(Ax)? + 4ED (@) + 2Y,kGA(Ax) = Q(Ax)3

(125)
lI. Parai=5 (n6 daextremidade):
Substituindo i=5 para 0 n6 da extremidade direita (ponto do apoio)
2Q(Ax)?
— — — = 126
Ax(Ps = @4) = 2(Ye = 2¥5 + V) = — (126)
2EI(@¢ + @4) — (ZKGA(AX)? + 4ED) (@s5) + KGA(AX)(Ys — Yy) = 0 (127)

Considerando as condi¢Bes de contorno mencionadas no tépico 3.2.2, tem-

se que para i=5:

128
P = P4 (128)
Y =0 (129)
Substituindo as equacdes acima na equacao (126), obtém-se:
Q(Ax)?
— _ _ 130
6 kGA 4 (130)

Substituindo as condigbes de contorno e a equagdo acima na equacao
(127), tem-se:

Q(Ax)?

4EI(@,) — (2kGA(AX)? + 4EI)(@s5) + kGA(Ax) (— CA

—Y4—Y4>=0

4EI(¢p,) — (2kGA(Ax)? + 4ED)(¢ps) — 2kGA(Ax)Y, = —Q(Ax)® - 22 equacio (131)
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lll.  Parai=2 (n6 vizinho ao contorno):

Substituindo i=2 e as condi¢cbes de contorno mencionadas previamente,

tem-se:
_ ZQ(AX)Z

Ax(@3 —@1) —2(Y3—2Y, +Y,) = “RGA

132)
2Q(Ax)* . ) (

Ax(@3 — 1) —2(Y3 —2Y,) = —ca 1 equacao

2EI(@3 + @) — (2kGA(Ax)? + 4EI)(¢@;) + kGA(Ax)(Y3—-Y1) =0
(133)

2EI(@3 + ¢1) — (2kGA(Ax)? + 4EI)(¢,) + kGA(Ax)(Y3) = 0 - 22 equagio

IV. Parai=4 (n6 vizinho ao contorno):

Substituindo i=2 e as condi¢cfes de contorno mencionadas previamente,

tem-se:
2Q(Ax)?
Ax(@s — @3) = 2(Ys =2V, +V3) =—  ——
2Q(Ax)? (134)
Ax(ps — @3) +4Y, — 2Y3 = ~xcA " 12 equagio
2EI(@s5 + @3) — (2kGA(Ax)? + 4ED)(@,) + kKGA(Ax)(Ys —Y3) =0
2EI(@s + @3) — (2kGA(Ax)? + 4EI)(@4) + kGA(Ax)(—Y3) = 0 - 22 equagio (135)
V. Parai=3 (né intermediario):
Substituindo i=3 nas equacdes (118) e (119), tem-se:
20(Ax)? (136)
Ax(@py — @) —2(Y4 —2Y3+Y,) = “kGA 12 equacao
(137)

2EI(@4 + @;) — (2kGA(AX)? + 4ET)(@3) + kGA(Ax)(Y4 —Y,) = 0 > 22 equacao



o o o o o o oo o -

57

Juntando as equacdes obtidas nos itens | ao V, obtém-se o sistema:

0 0 0 0 0 0 0 0 0 Y, 0
2KGA(AR):-4El  2KGA(Ax) 1E1 0 0 0 0 0 0 / (.01\ Q(Ax)?
-Ax 4 0 -2 Ax 0 0 0 0 Y, 2Q (Ax) /kGA
2E1 0 -2KGA(AK) -4ET  KGA(AX) 261 0 0 0 0 P2 ‘
0 2 b 4 0 2 Ax 0 0 Y; | ZQ(Ax) /kGA | (138)
0 KGA(AY) 2E1 0 DRGA(A) 4ET  BGA(A) 261 0 0 @3
0 0 0 -2 -bx 4 0 0 ax Y, | 20 (Ax) /kGA |
0 0 0 -KGA(R) 261 0 -2KGA(AXJ4EL 0 261 Py
0 0 0 0 0 0 0 1 0 \Ys /
0 0 0 0 0 -2kGA(Ax) 4E1 0 -2kGA(Ax)-4EI Ps —-Q (Ax) 3

Viga Engastada em um Extremo e Livre no Outro Com Carregamento
Distribuido:

Tem-se uma viga do modelo Timoshenko com carregamento
uniformemente distribuido Q(x), comprimento L, engastada no extremo esquerdo
(x=0) e com o outro extremo (x=L) livre. Supbem-se um moddulo de elasticidade E,
momento de inércia |, modulo de elasticidade transversal G, area da secdo A um fator

de correcdo ao cisalhamento que depende da forma geométrica da sec¢do igual a k.

Figura 25 — Viga engastada-livre com carregamento distribuido.

Q(X)

—

L

Fonte: Autor.

A viga engastada com carregamento distribuido rege a mesma equacéao de
deslocamento que a viga bi-apoiada com carregamento distribuido do modelo de

Timoshenko. A Unica diferenca entre ambas, sdo as condi¢cdes de contorno.

As equacdes finais do deslocamento da viga, com a aplicacdo das

aproximacoes das diferencgas finitas s&o representadas pelas equagdes (118) e (119):
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2Q(Ax)?

Ax(@iv1 — @i—1) —2(Yiyg — 2V, + Y ) = %GA

— 12 equacgao

2EI(@i41 + @i—1) — (2kGA(AX)* + 4ED)(¢;) + kGA(Ax)(Yiiq — Yi—q) = 0 = 22 equacgao

Figura 26 — Viga Engastada-livre subdividida em 5 nés.

1 2 3 4 5

Fonte: Autor.

|.  Parai=2 (n6 vizinho ao contorno):

Substituindo i=2 para o né vizinho ao da extremidade esquerda (ponto do

apoio), tem-se:

2Q(Ax)?
_ _ _ _ ed\E) 139
Ax(@3 — @1) —2(Y3 —2Y, +Y;) A (139)
2EI(@3 + @1) — (2kGA(Ax)? + 4ED)(@,) + kGA(AX)(Y3—Y{) =0 (140)

Considerando as condi¢Bes de contorno mencionadas no tépico 3.2.2, tem-

se que para i=1:

141

¢,=0 ( )

;=0 (142)

Substituindo as condi¢des de contorno acima nas equacgodes (139) e (140)
obtém-se:
2Q(Ax)?

- V7 143

Ax(@3) — 2Y3 + 4Y, A (143)

2EI(@3) — (2kGA(AX)? + 4ED) (@) + kGA(AX)(Y3) = O (144)
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II. Parai=3 (n6 intermediério):

Substituindo i=3 para 0 né da extremidade direita (ponto do apoio)

2Q(Ax)*

145
kGA (145)

Ax(@q — @3) —2(Y4 —2Y3+Y,) =

2EI(@4 + @) — (ZKGA(AX)? + 4ED)(@3) + kGA(AX)(Y, — Y;) = O (146)

lll.  Parai=4 (n6 vizinho a extremidade direita):
Substituindo i=4 nas equacdes finais de deslocamento da viga, tem-se:

20(A%)? (147)

Ax(ps —@3) —2(Y5 —2Y, +Y3) = KGA

2EI(@s + @3) — (2kGA(AX)? + 4ED) (@) + kGA(AX)(Ys —¥3) = 0 (148)

IV. Parai=5 (n6 da extremidade):
Substituindo i=5 nas equacdes finais de deslocamento da viga, tem-se:

2Q(Ax)? (149)

Ax(pg — @4) —2(Yg —2Y5+Y,) = KGA

2EI(@g + @4) — (ZKGA(AX)? + 4ED)(95) + kGA(AX) (Y — ¥,) = 0 (150)
Considerando as condi¢des de contorno mencionadas no topico 3.2.2, tem-

se que para i=5:

151
Qg = Py ( )

Substituindo as condi¢cdes de contorno acima nas equacgoes (149) e (150)

obtém-se:

2Q(Ax)? (153)
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4EI(@p,) — (2kGA(AX)? + 4ED)(ps) + 2kGA(Ax)*(@s5) = 0

4E1(p4) — (4ED(95) =0 (154)

Juntando as equac0des obtidas nos itens | ao V, obtém-se o sistema:

Y, 2Q(Ax)%/kGA
4 2 ax 0 0 0 0 ( <p2\| / 0 \I (155)
0 IKGADEl KEAL | 0 0 0 0 Y 2
.2 -ix 4 0 2 ax 0 0 3 2Q(Ax)*/kGA
KGA( 2 0 GALIEL  KEALL | 0 0 | 3 (_ 0
0 0 -2 ! 4 0 -2 ;x Y, 2Q(Ax)%/kGA
0 0 KGh() X 0 HGALOHEl kGAL 2 @4 0
0 0 0 0 4 0 s Ay Y 2
0 0 0 0 0 4 0 | s 2Q(8x)*/kGA
Ps 0

3.5 Pensamento computacional

A partir das equacbes demonstradas, serd elaborado um algoritmo, na
linguagem do Octave, no qual havera dados de entrada e de saida.

Os dados necessérios para dar entrada no algoritmo séo: caracteristicas e
propriedades das vigas analisadas (item 3.1), quantos nés serd discretizada a viga e

qual o tipo de apoio. A Figura 27 mostra o fluxograma de como funcionara esses dados
de entrada.

Figura 27 — Fluxograma dos dados de entrada

Caracteristica e N
propriedade das Dados de Ou;ng:z:rgs a
vigas analisadas entrada discrgtizada in
(EMMIILIG)
Tipos de
apoio
1
| i
Engastada- Bi apoiada
livre {(EL) (BA)

Tipo de Tipo de
carregamento carregamento
Carregamento Carregamento

distribuido (CD) distribuido (CD)

Fonte: Autor.
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Tendo esses dados, consegue-se definir qual a matriz dos coeficientes das

diferencas finitas, e a matriz dos esfor¢os e a incognita que serd a matriz da deflexao.

ay v ag
A= 1| : ™ : |éamatriz dos coeficientes das diferencas finitas;
an1 = OQnn
Yo
Y = ifl é a matriz da deflexdo;
A
Fy]
F = Ifl € a matriz de esforgos internos;
F,.

[A].[Y] = [F] (156)

Ou seja, o algoritmo ser& elaborado seguindo a seguinte rotina de calculo:

Figura 28 — Fluxograma dos dados de entrada

Dados de
entrada
Define-se a matriz Define-se matriz
dos coeficientes de dos esforcos
diferencas finitas internos
Condicdes de

contorno

Resolucdo do
sistema
(Encontra os
valores das
deflexbes)

!

Criacdo do
gréafico da linha
eldstica

l

DADOS DE
SAIDA

Fonte: Autor.

Tendo o valor da deflexdo, consegue-se montar o grafico da linha elastica
das vigas e por seguinte a obtencdo de um grafico comparativo entre 0 modelo de
viga Timoshenko e Euler-Bernoulli. Assim, sera possivel comparar ambos os modelos

com suas respectivas solucdes analiticas.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Apds a construcdo dos algoritmos, adotou-se uma viga para andlise dos
resultados, no qual possui as seguintes caracteristicas: 3 metros de comprimento (L),
50 cm de altura (h) e 50 cm de largura (b). O carregamento distribuido € de 50kN/m,
modulo de elasticidade 2,05.108kN/m2 (Aco isotropico), coeficiente de Poisson 0,3 e 0
fator de correcéo ao cisalhamento 0,833 (secao retangular). Subdividiu-se a viga em
30 e 80 nds nos modelos de Euler-Benoulli e de Timoshenko respectivamente. Assim
foi elaborado o grafico da deflexdo da viga para comparar o MDF e da solucéo

analitica.

Figura 29 — Comparativo entre as solu¢es do método das diferencas finitas e as solu¢des analiticas
da viga bi apoiada com carregamento distribuido — Modelo Euler Bernoulli.

== Método das diferangas finitas
== Solugdo analitica

-0.02 |

Deslocamento (mm)

Posicdo da viga (m)

Fonte: Autor.
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Figura 30 — Comparativo entre as solucGes do método das diferencas finitas e as solucfes analiticas
da viga bi apoiada com carregamento distribuido — Modelo Timoshenko.

{l T 1
== h&todo das diferencas finitas
=8 Solugdo analitica
0.01 .
E 002 f 1
E
i=
(=
[
E
|
& 003 .
i
[}
0.04 1
0.05 1
a 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Posicdo da viga (m)

Fonte: Autor.

Figura 31 — Comparativo entre as solu¢gBes do método das diferencas finitas e as solugfes analiticas
da viga engastada-livre com carregamento distribuido — Modelo de Euler-Bernoulli.
a T T T T T
== Méatodo das diferangas finitas
=@ Solugio analitica

Deslocaments (mm)

0.4

'{lE 1 1 1 1 1
1] 0.5 i 1.5 2 2.5 3
Posigdo da viga (m)

Fonte: Autor.
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Figura 32 — Comparativo entre as solucGes do método das diferencas finitas e as solucfes analiticas
da viga engastada-livre com carregamento distribuido — Modelo de Timoshenko.

a T T T T T T
=8~ Matodo das diferengas finitas
=@= Sclugdo analitica
01k .
D2 .
=
E
=]
|
g D3 .
]
4]
=]
[
i
[}
0.4 F .
0.5 .
":la 1 1 1 1 1 1
a 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Posicao da viga [m)

Fonte: Autor.

Percebe-se que as curvas da solucéo analitica e do método das diferencas

sdo praticamente coincidentes, o que valida os algoritmos implementados.

Com finalidade de medir a convergéncia do método das diferencas finitas
com a solugdo analitica, nas vigas bi apoiadas comparou-se o valor da flecha no meio
do vao e nas vigas engastadas-livre comparou o valor da flecha na extremidade livre,
comparando a malha em ordem crescente de refinamento. Os graficos a seguir

mostram a convergéncia entre ambos os métodos de acordo com a malha.
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Figura 33 — Gréfico comparativo entre nimero de nos discretizada a viga e erro médio. Vigas
Biapoiadas com carregamento distribuidos.

|-N- Modelo de Euler-Bernoulli - Viga biapoi - Car distribu»do|

T T T T T
0F [ Modelo de Ti - Viga biapoiada - Car distribuido |

0.8
25

=l

£
5]
5

Erro médio (%)
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o
=

02r

20 40 &0 B0 100 120 140
Numero de nés

20 40 80 80 100
Namero de nés

Fonte: Autor.

Figura 34 — Grafico comparativo entre nimero de nés no qual a viga foi discretizada e erro médio.
Vigas Engastada-livre com carregamento distribuidos.

-8~ Modelo de Euler-Bemouli - Viga livre - Gar distribuido | [===Modelo de Ti - Viga livre - Car distribuido

25

=
m
ra
=)
T
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(=]
o

Erro médio (9%)

=

s
=)

T

LR o

L L <3 1 1 .3
20 40 80 80 100 120 20 40 &0 80 100
Numero de nos Numero de nos

Fonte: Autor.

Observa-se na Figura 33 e na Figura 34, que quanto maior o numero de
nos na malha maior a convergéncia dos métodos. Além disso, pode-se observar que
a convergéncia do modelo de Euler-Bernoulli € muito mais rapida em relacdo ao de
Timoshenko, ja apresentando valores de erro proximo de 1% para uma malha de 10
nos na viga bi apoiada e um erro proximo a 1,2% para a viga engastada-livre. A viga
bi apoiada de Timoshenko s atinge erros menores do que 1% com malha a partir de
61 nos e a viga engastada-livre de Timoshenko a partir de 59 nds. Tal comportamento

se deve a estrutura matematica de cada modelo, pois 0 modelo de Timoshenko é



66

representado por duas equacgdes diferenciais e o modelo de Euler-Bernoulli é
representado por apenas uma.

4.1 Estudo paramétrico

Souza e Mendonca (2008) afirmam que o modelo de Timoshenko é
verificado principalmente em viga com moderada relacdo entre o comprimento da viga
e a altura de sua secéo transversal. Logo, para verificar tal comportamento, manteve-
se fixo todas as variaveis do algoritmo, variando apenas a altura da viga (h),
consequentemente variando a propor¢cdo (L/h). As caracteristicas das vigas

analisadas estdo expostas no item 3.1. Tal analise esta sendo apresentada na Figura
35.

Figura 35 — Analise comparativa entre a teoria de Euler-Bernoulli e Timoshenko, variando a
proporcéo (L/h). — Viga bi-apoiada

— Euler-Bernoulli (L/h)=10
— Timoshenko (L/h)=10
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Fonte: Autor.
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Figura 36— Erro médio da deflexdo em reacéo a proporgéo (L/h). — Viga bi-apoiada
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Fonte: Autor.

Figura 37 — Andlise comparativa entre a teoria de Euler-Bernoulli e Timoshenko, variando a
propor¢ao (L/h). — Viga engastada-livre
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Figura 38 — Erro médio da deflexdo em reacéo a proporcao (L/h). — Viga engastada-livre
3:' T T T T

25 F

20 F

Erro (9%)

L'h
Fonte: Autor.

A partir da Figura 37 e da Figura 38, consegue-se confirmar que a teoria de
Timoshenko é mais representativa em vigas que possuam menor relacdo L/h, tanto
para a viga bi-apoiada quando para a viga engastada-livre. Ou seja, quanto maior a

altura para o mesmo comprimento de viga, maior a atuacao do cisalhamento na secao.

Conforme mencionado no item 3.1, para complementar o estudo e verificar
se o carregamento também influi para deixar o efeito de cisalhamento mais

representativo, elaborou-se um grafico variando tal fator (Figura 39 e Figura 40).
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Figura 39 — Deflexao da viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko variando o carregamento — Viga bi-

apoiada.
0 . : .
— Euler-Bamoulli C=30Nm*
w— Timoahenko Q=30&MNm*
—— Euler-Bamaoulli C=40&N/m*
. = Timashenko Q-40kM/m*
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E
-]
(=
a
E
]
B 003
o
[m]
0.04 - -
0.05 -
0 0.5 1 1.5 2 25

Posicao da viga (m)

Fonte: Autor.

Figura 40 — Deflexao da viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko variando o carregamento — Viga
engastada-livre
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Fonte: Autor.
A partir do Figura 39 e da Figura 40, conclui-se que o aumento do
carregamento ndo torna a atuacéo do cisalhamento mais expressiva.

Os gréficos Figura 41 e Figura 42 exibem a deflexdo da viga variando

apenas o modulo de elasticidade da viga.
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Figura 41 — Deflexao da viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko variando o médulo de elasticidade
— Viga bi-apoiada.
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Figura 42 — Deflexdo da viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko variando o médulo de elasticidade
— Viga engastada-livre.
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Fonte: Autor.

A partir dos graficos acima, conclui-se que a variagdo do modulo de

elasticidade também néo torna a atuagéo do cisalhamento mais representativa.
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5 CONCLUSAO

Com a implementagcdo de algoritmos no programa Octave, tornou-se
possivel visualizar os graficos e valores da deflexdo da viga, de modo a atingir o

objetivo do trabalho: comparar as teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko.

O Método das Diferencas Finitas se mostrou bastante eficiente na
resolucao das equacdes diferenciais de estudo tanto para a teoria de Euler-Bernoulli

guanto para a teoria de Timoshenko.

A convergéncia da solucdo numérica com a solucéo analitica da teoria de
Euler-Bernoulli foi bem mais simples que em relagéo a teoria de Timoshenko. Tal
comportamento se deve a estrutura matematica de cada modelo, pois o modelo de
Timoshenko é representado por duas equacdes diferenciais e o modelo de Euler-

Bernoulli € representado por apenas uma.

Foi feito uma andlise simulando diferentes condicbes de materiais
(diferentes modulos de elasticidade), diferentes carregamentos e diferentes alturas da
viga, para verificar em qual cenario tornaria a teoria de Timoshenko mais expressiva
em relacdo a teoria de Euler-Bernoulli. Os fatores médulo de elasticidade e
carregamento néo tornaram a atuacao do cisalhamento mais expressiva, as curvas
de deflexdo entre ambas as teorias praticamente coincidiram, com um leve aumento
de valor na teoria de Timoshenko, justificada pela consideracdo dos efeitos de
cisalhamento. Ao aumentar gradativamente a altura, com o mesmo vao, percebeu-se
uma maior pronuncia dos efeitos cisalhantes e as curvas de deflexdo entre ambas as

teorias ja nao ficaram mais aderentes.

Apesar da teoria de Timoshenko ser justificada em determinados casos,
pode-se preferir a utilizacdo da teoria de Euler-Bernoulli para calcular a deflexdo da
viga, visto que os valores ainda assim sdo bem proximos e a complexidade da

estrutura matematica da teoria de Euler-Bernoulli € bem menor.
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6 CONSIDERACOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Com base na experiéncia adquirida ao longo do desenvolvimento deste
trabalho, como sugestéo para trabalho futuro, pode-se propor a analise de vigas com

outro tipo de carregamento, como por exemplo a carga concentrada.

Além disso, seria interessante a analise da viga com carregamento

dindmico visto que este trabalho analisou apenas o comportamento estatico.
Pode-se, ainda, analisar vigas com diferentes tipos de apoio.

E por fim, outra abordagem que pode ser feita em trabalhos futuros seria

uma analise em outro tipo de elemento estrutural, como pilares ou lajes.
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APENDICE A — ALGORITMO DA DEFLEXAO DE VIGA DO MODELO
DE EULER-BERNOULLI E DE TIMOSHENKO

%dados de entrada

fprintf('Escolha o modelo de viga: \n")
TEB = input('Digite 1 para calcular a deflexdo da viga de Euler-Bernoulli ou digite 2 para calcular a
deflexdo de viga de Timoshenko: ");
if TEB~=1 && TEB~=2

while TEB~=1 && TEB~=2

TEB = input('Digite 1 para calcular a deflexdo da viga de Euler-Bernoulli ou digite 2 para calcular a
deflexdo de viga de Timoshenko: ");

endwhile
endif

fprintf(\nEscolha o tipo de apoio: \n")
TIPOAPOIO = input('Digite 1 para calcular a deflex@o da viga bi-apoiada ou digite 2 para calcular a
deflexdo de viga engastada-livre: ");
if TIPOAPOIO~=1 && TIPOAPOIO~=2

while TIPOAPOIO~=1 && TIPOAPOIO~=2

TIPOAPOIO = input('Digite 1 para calcular a deflexdo da viga de Euler-Bernoulli ou digite 2 para
calcular a deflexdo de viga de Timoshenko: ");

endwhile
endif

fprintf("\nDigite um valor maior ou igual a 7. \n")
X = input('Discretizacao em x nos: ");
if x<7
while x<7
fprintf("\nDigite um valor maior ou igual a 7. \n")
X = input('Discretizacao em x nos: );
endwhile
endif

fprintf('\nDigite um valor maior do que 0. \n’)
E = input('Digite o valor do mdédulo de elasticidade do material em kN"4: *);
if E<=0
while E<=0
fprintf(\nDigite um valor maior do que 0. \n")
E = input('Digite o valor do médulo de elasticidade do material em kN™4: ");
endwhile
endif

fprintf(\nDigite um valor maior do que 0. \n’)
| = input('Digite o valor da inércia da secao transveral em m”4:");
if I<=0
while I<=0
fprintf("\nDigite um valor maior do que 0. \n")
| = input('Digite o valor da inércia da secao transveral em m”4:");
endwhile
endif

El = E*l,

fprintf("\nDigite um valor maior do que 0. \n")
L = input('Digite o valor de L em m: *);
if L<=0

while L<=0

fprintf("\nDigite um valor maior do que 0. \n')



L = input('Digite o valor de L em m: ");
endwhile
endif

fprintf(\nDigite um valor maior do que 0. \n")
Q = input('Digite o valor do carregamento (Q) em kN/m: ");
if Q<=0
while Q<=0
fprintf("'\nDigite um valor maior do que 0. \n")
Q = input('Digite o valor do carregamento (Q) em kKN/m: );
endwhile
endif

if TEB==2 %MODELO DE TIMOSHENKO

fprintf(\nDigite um valor maior do que 0. \n")

fprintf('O valor de (k) para secdes retangulares € 0.833. \n')

k = input('Digite o valor do fator de correc&o ao cisalhamento (k): *);

if k<=0
while k<=0
fprintf("\nO valor de (k) para se¢des retangulares é 0.833. \n")
fprintf("\nDigite um valor maior do que 0. \n")
k = input('Digite o valor do fator de correcéo ao cisalhamento (k): ;
endwhile

endif

fprintf(\nDigite um valor maior do que 0. \n’)
G = input('Digite o valor do médulo de elasticidade transversal (G) em kN™4: ");
if G<=0
while G<=0
fprintf(\nDigite um valor maior do que 0. \n’)

G = input('Digite o valor do médulo de elasticidade transversal (G) em kN™4: ");

endwhile
endif

fprintf(\nDigite um valor maior do que 0. \n")
A = input('Digite o valor da area da sec¢édo transversal em m”2:");
if A<=0
while A<=0
fprintf(\nDigite um valor maior do que 0. \n")
A = input('Digite o valor da area da sec¢ao transversal em m”2: ");
endwhile
endif

KGA = k*G*A,;

endif

% EULER-BERNOULLI - VIGA BI-APOIADA

if TEB==1 && TIPOAPOIO==1

%informacoes obtidas a partir do dado de entrada
deltax = L/(x-1);

%linhas da matriz que séo "diferentes" devido as condi¢Bes de contorno
yl =[5 -4 1 zeros(1,(x-5))];
y2 =[-4 6 -4 1 zeros(1,(x-6))];

yXMENOS1 = [zeros(1,(x-6)) 1 -4 6 -4];
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yx = [zeros(1,(x-5)) 1 -4 5];
yMED =[1-46 -4 1];

%construindo matriz coeficientes
MATRIZCOEFICIENTES = [y1;y2];
k=0;

for i=1:(x-6)
p=x-5-k-2;
if p<=0;
0;
endif
linha = [zeros(1,k) YMED zeros(1,p)];
MATRIZCOEFICIENTES = [MATRIZCOEFICIENTES;linha];
k=k+1;
endfor

MATRIZCOEFICIENTES = [MATRIZCOEFICIENTES;yxMENOS1,yx];

%construindo a matriz resultados
Res = Q*(deltax"4)/El;
MATRIZRESULTADO = [Res];

for i=1:(x-3)
MATRIZRESULTADO = [MATRIZRESULTADO;Res];
endfor

MATRIZDEFLEXAO = MATRIZCOEFICIENTES\MATRIZRESULTADO,;

MATRIZDEFLEXAO = MATRIZDEFLEXAO*(10"3);
MATRIZDEFLEXAO = [0; MATRIZDEFLEXAO;O];

%construindo a matriz de pontos da viga

pontol = 0O;
MATRIZPONTOS = [pontol];

for i=1:(x-1)

pontol = pontol + deltax;

MATRIZPONTOS = [MATRIZPONTOS; pontol];
endfor

plot(MATRIZPONTOS, - 1*MATRIZDEFLEXAO,'rx-','linewidth’,2);
%solucéo analitica
hold on

ponto2 = 0O;
kal = 0;
MPONTOS = [0];

for i=1:(x-1)
ponto2 = ponto2 + deltax;
MPONTOS = [MPONTOS;ponto2];
ka2 = ((Q/(24*(El)))*((ponto2/4)-2*L*(ponto2/3)+(L"3)*(ponto2)))*(10"3);
kal = [kal; ka2];
endfor
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plot(MPONTOS, - 1*kal,'bo-','linewidth’,2)
%configuracoes gréafico

title('Viga engastada livre com carregamento distribuido - Modelo de Euler Bernoulli’)
xlabel('Posicéo da viga (m)")

ylabel('Deslocamento (mm)")

legend('Método das diferencas finitas','Solucdo analitica’)

grid on

axis tight

% EULER-BERNOULLI - VIGA ENGASTADA-LIVRE

elseif TEB==1 && TIPOAPOIO==2

%informacoes obtidas a partir do dado de entrada
deltax = L/(x-1);

%linhas da matriz que sé&o "diferentes" devido as condigdes de contorno
yl =[7 -4 1 zeros(1,(x-4))];
y2 = [-4 6 -4 1 zeros(1,(x-5))];

yXMENOS1 = [zeros(1,(x-5)) 1 -4 5 -2];
yx = [zeros(1,(x-4)) 2 -4 2];

yMED =[1 -4 6 -4 1];

%construindo matriz coeficientes
MATRIZCOEFICIENTES = [y1;y2];
k =0;

for i=1:(x-5)
p=x-5-k-1;

if p<=0;

0;

endif

linha = [zeros(1,k) YMED zeros(1,p)];
MATRIZCOEFICIENTES = [MATRIZCOEFICIENTES;linhal;
k=k+1,

endfor

MATRIZCOEFICIENTES = [MATRIZCOEFICIENTES;yxMENOS1,;yXx];
%construindo a matriz resultados
Res = Q*(deltax"4)/El;
MATRIZRESULTADO = [Res];
for i=1:(x-2)
MATRIZRESULTADO = [MATRIZRESULTADO;Res];
endfor

MATRIZDEFLEXAO = MATRIZCOEFICIENTES\MATRIZRESULTADO,;
MATRIZDEFLEXAO = MATRIZDEFLEXAO*(1073); %transformando em mm

MATRIZDEFLEXAO = [0; MATRIZDEFLEXAO];
%construindo a matriz de pontos da viga

pontol = 0;
MATRIZPONTOS = [pontol];
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for i=1:(x-1)

pontol = pontol + deltax;

MATRIZPONTOS = [MATRIZPONTOS; pontol];
endfor

plot(MATRIZPONTOS, - 1*MATRIZDEFLEXAO,'go-','linewidth',2)

%solucédo analitica
hold on

ponto2 = 0;
kal =0;
MPONTOS = [0];

for i=1:(x-1)
ponto2 = ponto2 + deltax;
MPONTOS = [MPONTOS;ponto2];
ka2 = ((Q/(24*(El)))*((ponto2°4)-4*L*(ponto2/3)+6*(L"2)*(ponto2/2)))*(10"3);
kal = [kal; ka2];
endfor

plot(MPONTOS, - 1*kal,'mo-','linewidth',2)

%configuracoes grafico

title('Viga engastada livre com carregamento distribuido - Modelo de Euler Bernoulli’)
xlabel(*Posicéo da viga (m))

ylabel('Deslocamento (mm)’)

legend('Método das diferencas finitas','Solucao analitica’)

grid on

%TIMOSHENKO - VIGA BI-APOIADA
elseif TEB==2 && TIPOAPOIO==1

%informacoes obtidas a partir do dado de entrada
deltax = L/(x-1);

%linhas da matriz que séo "diferentes" devido as condi¢8es de contorno
yl =[1 zeros(1,(2*x-1))];
yx = [zeros(1,(2*x-2)) 1 0],

fil = [0 (-(kGA*2*((deltax)"2)+4*El)) 2*kGA*deltax 4*El zeros(1,(2*x-4))];
fix = [zeros(1,(2*x-4)) -2*kGA*deltax 4*El 0 (-(kGA*2*((deltax)"2)+4*EN))];

y2 = [0 -deltax 4 0 -2 deltax zeros(1,(2*x-6))];
yXMENOS1 = [zeros(1,(2*x-6)) -2 -deltax 4 0 0 deltax];

fi2 = [0 2*El O (-(kGA*2*((deltax)"2)+4*El)) kGA*deltax 2*El zeros(1,(2*x-6))];
fiXMENOSL1 = [zeros(1,(2*x-6)) -kGA*deltax 2*El 0 (-(kGA*2*((deltax)"2)+4*El)) 0 2*El];

%linhas intermediarias da matriz que sao iguais
yMED = [-2 -deltax 4 0 -2 deltax];
fIMED = [-kGA*deltax 2*El O (-(kGA*2*((deltax)"2)+4*El)) kKGA*deltax 2*El];

%construindo a matriz de coeficientes
MATRIZCOEFICIENTES = [y1; fil; y2; fi2];
pont = 2;
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for i=1:(x-4)
q = 2*X - pont - 6;
linhaY = [zeros(1,pont) YMED zeros(1,q)];
linhaFI = [zeros(1,pont) iMED zeros(1,q)];
MATRIZCOEFICIENTES = [MATRIZCOEFICIENTES,; linhaY; linhaFlI];
pont = pont + 2;
endfor

MATRIZCOEFICIENTES = [MATRIZCOEFICIENTES; yxMENOS1; fixMENOS1; yx; fix];
%construindo matriz de resultados

Ryl = 0;
Ryx = 0;

Rfil = Q*(deltax3);
RfiX = -Q*(deltax’3);

Ry = (2*(deltax"2)/kGA)*Q;
Rfi = 0;

MATRIZRESULTADOS = [Ry1; Rfil];
for i=1:(x-2)

MATRIZRESULTADOS = [MATRIZRESULTADOS; Ry; Rfi];
endfor

MATRIZRESULTADOS = [MATRIZRESULTADOS; Ryx; RfiX];

%construindo a matriz final de resultados
MATRIZFINAL = MATRIZCOEFICIENTES\MATRIZRESULTADOS;

MATRIZDEFLEXAO = MATRIZFINAL(1,1);
ka=1;

for i=1:(x-1)
ka=ka + 2;

MATRIZDEFLEXAO = [MATRIZDEFLEXAO;MATRIZFINAL(ka,1)];
endfor

MATRIZDEFLEXAO = MATRIZDEFLEXAO*(10"3);
%construindo a matriz de pontos daviga
MATRIZPONTOS = 0;
pontol = 0O;
for i=1:(x-1)
pontol = pontol + deltax;
MATRIZPONTOS = [MATRIZPONTOS; pontol];
endfor
MATRIZPONTOS;
plot(MATRIZPONTOS, - 1*MATRIZDEFLEXAO,'rx-','linewidth',2);

hold on

%solucéo analitica
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ponto2 = 0;
kal =0;
MPONTOS = [0];

for i=1:(x-1)
ponto2 = ponto2 + deltax;
MPONTOS = [MPONTOS;ponto2];
ka2 = (((Q/(24*ED)*((ponto274)-2*L*(ponto2/3)+(L"3)*ponto2))+((Q/(2*k GA))*((L*ponto2)-
(ponto2/2))))*(1013);
kal = [kal; kaZ2];
endfor

plot(MPONTOS, - 1*kal,'bo-','linewidth’,2)

%configuracoes grafico

title('Viga biapoiada com carregamento distribuido - Modelo de Timoshenko')
xlabel(*Posicéo da viga (m))

ylabel('Deslocamento (mm)’)

legend('Método das diferencas finitas','Solucdo analitica')

grid on

axis tight

%TIMOSHENKO - VIGA ENGASTADA-LIVRE

else TEB==2 && TIPOAPOIO==2

%informac6es obtidas a partir do dado de entrada
deltax = L/(x-1);

%linhas da matriz que s&o "diferentes" devido as condi¢6es de contorno
yl=0;
fil=0;

y2 = [4 0 -2 deltax zeros(1,(2*x-6))];
fi2 = [0 (-(kGA*2*((deltax)"2)+4*El)) kGA*deltax 2*El zeros(1,(2*x-6))];

yx = [zeros(1,(2*x-6)) -4 0 4 -4*deltax];
fix = [zeros(1,(2*x-5)) 4*El 0 -4*El];

%linhas intermediarias da matriz que sdo iguais
yMED = [-2 -deltax 4 0 -2 deltax];
fIMED = [-deltax*kGA 2*El 0 (-(kGA*2*((deltax)"2)+4*El)) deltax*kGA 2*El];

%construindo a matriz de coeficientes
MATRIZCOEFICIENTES = [y2; fi2];
al=0;

for i=1:(x-3)
a2=2*-8-al;
linhayMED = [zeros(1,al) yMED zeros(1,a2)];
linhafiMED = [zeros(1,al) fiMED zeros(1,a2)];
MATRIZCOEFICIENTES = [MATRIZCOEFICIENTES; linhayMED,; linhafiMED];
al=al+2;
endfor

MATRIZCOEFICIENTES = [MATRIZCOEFICIENTES; yx; fix];

%construindo matriz de resultados



Ry = [2*(deltax"2)*Q/KGA];
Rfi = 0;

MATRIZRESULTADOS = [Ry;Rifi];

for i=1:(x-2)
MATRIZRESULTADOS = [MATRIZRESULTADOS;RYy;Rfi];
endfor

%construindo a matriz final de resultados
MATRIZFINAL = MATRIZCOEFICIENTES\MATRIZRESULTADOS;

MATRIZDEFLEXAO = MATRIZFINAL(1,1);
a3 =1,

for i=1:(x-2)

a3 =a3 +2;

MATRIZDEFLEXAO = [MATRIZDEFLEXAO; MATRIZFINAL(a3,1)];
endfor

MATRIZDEFLEXAO = MATRIZDEFLEXAO*(10"3);
MATRIZDEFLEXAO = [0; MATRIZDEFLEXAOQ];

%construindo a matriz de pontos da viga
MATRIZPONTOS = [0];
a4 =0;

for i=1:(x-1)

a4 = a4 + deltax;

MATRIZPONTOS = [MATRIZPONTOS; a4];
endfor

plot(MATRIZPONTOS, - 1*MATRIZDEFLEXAO,'ro-','linewidth’,2)
hold on
%solucédo analitica

MAPONTOS = [0];
a4l =0;
yk = [0];

for i=1:(x-1)
a4l = a4l + deltax;
MAPONTOS = [MAPONTOS; a41];
y6 = (((Q*(a41)"2)/(24*El))*(a41"2-4*L*a41+6*L"2)-((Q/(2*kGA))*(a41"2-2*L*a41)))*(10"3);
yk = [yk; y6];
endfor

plot(MAPONTOS,- 1*yk,'bo-','linewidth’,2)

%configuracdes grafico

title('Viga engastada livre com carregamento distribuido - Modelo de Timoshenko')
xlabel('Posicéo da viga (m)")

ylabel('Deslocamento (mm)")

legend('Método das diferencas finitas','Solucdo analitica')

grid on

end



